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摘要:通过扩展状态变量得到受电弓的非线性模型,利用非线性系统的微分几何理论,构造微分同胚变换和状态
反馈表达式,得到了受电弓线性化模型,设计反馈控制律解决弓网接触力的跟踪问题,并证明了内状态的一致最终
有界性,考虑弓头易受干扰问题,采用非线性干扰观测器补偿反馈控制律.研究对比表明,所提出的基于干扰观测器
的反馈线性化控制策略能有效解决弓网接触力的跟踪问题,同时克服了反馈线性化控制依赖于精确模型的缺点,为
一定工况下弓网最优接触力的跟踪控制提供可行方案.
关键词: 受电弓;微分同胚变换;非线性干扰观测器;反馈线性化
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Feedback linearization control of
load between pantograph and catenary

SHI Guang†, CHEN Zhong-hua, GUO Feng-yi, LIU Jian-chen, WANG Zhi-yong
(Faculty of Electrical and Control Engineering, Liaoning Technical University, Huludao Liaoning 125105, China)

Abstract: We derive a nonlinear model for the pantograph by augmenting the state variables. Using the differential
geometry theory of nonlinear system, the differential homeomorphism transformation and the state feedback formula, we
develop the linear model of pantograph. Feedback control law of external state equation is designed to solve the tracking
problem of pantograph-catenary load. The uniformly ultimate boundedness of internal state variable is proved. Considering
that the pan-head of the pantograph is subjected to disturbance, we design the nonlinear disturbance observer to compensate
the control law. The research results show that the proposed control strategy of feedback linearization based on disturbance
observer is effective in solving the load tracking problem. At the same time, this method overcomes the disadvantage that
feedback linearization control method depends on the model accuracy. It provides a feasible solution to track the optimal
load of the pantograph-catenary under certain conditions.

Key words: pantograph; differential homeomorphism transformation; nonlinear disturbance observer; feedback lin-
earization

1 引引引言言言(Introduction)
电力机车通过受电弓滑板从接触网导线取流为其

提供动力. 受电弓滑板与接触网导线之间接触力是影
响电力机车动态受流性能的关键因素[1–2],接触力过
大会加剧弓网的机械磨损,接触力过小会加剧电弧放
电使得电流畸变.另外,接触力的波动也会对弓网受
流质量带来不利影响.实验表明在一定工况下存在最
优接触力[3],研究弓网接触力的跟踪控制能够有效提
高弓网受流质量,具有重要的应用价值.传统的依靠
弹簧–阻尼抑制接触力波动的方法已经无法满足高速
电力机车的需求[4–6]. 受电弓控制技术分为半主动控
制和主动控制[7–8]. 所谓半主动控制是指依靠主动执

行器和被动悬挂系统并联动作,升弓功能由被动悬挂
系统实现的控制方法. 主动控制则是利用现代控制理
论和自动化技术,对受电弓施加外力,降低弓网接触
力波动的控制方法. 半主动控制器所需能量较少,但
控制效果有限,采用受电弓主动控制是减小弓网接触
力波动且使之以最优接触力运行的有效解决方案.

影响弓网接触力跟踪控制性能的关键在于如何处

理接触网时变性,依据对接触网动态特性处理方式的
不同,研究受电弓主动控制的文献分为忽略或未充分
考虑接触网时变性的[9–12]和充分考虑其时变性

的[13–15]两类. 文献[9–11]采用线性二次型调节器(li-
near quadratic regulator, LQR)控制抑制接触力的波
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动,由于接触网的时变性,需要求解黎卡提(Riccati)微
分方程得到状态反馈矩阵,不同于代数方程的是仅能
得到时变数值解,由于文献采用定常反馈矩阵使得跟
踪控制性能欠佳.文献[12]提出了受电弓的自适应模
糊控制,但弓网模型被简化成了线性定常系统.文
献[13]提出的模型参考自适应控制可以解决参数时变
性问题,但文中为方便推导闭环稳定性所选参考模型
性能有限,故接触力依然有较大波动.文献[14]针对离
散化模型设计了受电弓预测控制器,由于其模型的时
变性,在线求解控制器输出增量的计算量较大,且闭
环稳定性不易证明. 文献[15]以接触网时变刚度为扩
展的状态变量,把时变线性模型转化为非线性模型,
再利用反馈线性化的方法设计控制器,取得了较好效
果,但该方法仅限于精确模型,而且其坐标变换的微
分同胚性和内状态的有界性并未证明. 由于接触网的
时变性,将线性系统的综合方法应用于受电弓控制有
很大的局限性,未充分考虑模型时变性的文献所提控
制算法在实际应用中难以取得满意的控制效果,而文
献[15]将弓网模型转为非线性模型的方法为处理接触
网时变性问题提供了一种思路.

本文借鉴文献[15]通过扩展状态变量把线性时变
系统转化为非线性系统的方法,通过微分同胚变换把
模型转化为内、外状态方程并设计控制律,证明了内
状态在所设计控制律下的最终有界性. 针对实际运行
中受电弓的弓头易受干扰问题,设计了非线性干扰观
测器用于补偿控制律并给出了跟踪误差的收敛半径.
最后的仿真结果表明了所提控制方法的正确性和有

效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem discription)
受电弓–接触网的二元物理模型如图1所示. 弓网

二元模型是将受电弓看成由框架和弓头组合而成,接
触网被简化为一个变刚度的弹簧元件,弓网动力学方
程中变量与参数的定义如表1所示.

图 1 弓网模型

Fig. 1 Model of pantograph-catenary

受电弓滑板和接触网导线间的接触力f(t)可以表

示为[11]

f(t) = k(t)q1(t) = k0(1 + ω cos
2πvt

l
)q1(t), (1)

其中:

k0 =
kmax + kmin

2
, ω =

kmax − kmin

kmax + kmin

,

k(t)是时变的刚度函数, u是施加力,根据牛顿定律,
图1中弓网的动力学方程可用下式描述:{

m1q̈1=k1(q2−q1)+b1(q̇2−q̇1)−k(t)q1,

m2q̈2=u− k1(q2−q1)−b1(q̇2−q̇1)−b2q̇2.
(2)

表 1 弓网参数的符号定义
Table 1 Pantograph parameters of the symbol

definition

符号 物理含义 单位

k0 接触网平均刚度 N/m
k1 框架与弓头间刚度 N/m

kmax, kmin 跨距内最大、最小刚度 N/m
l 接触网跨距 m

ω 刚度变化因子 –
v 机车运行速度 m/s
m1 弓头质量 kg

m2 框架质量 kg

b1 框架与弓头间阻尼 Ns/m
b2 机车与框架间阻尼 Ns/m

q1, q2 弓头、框架位移 m

u 控制器输出 N

定义状态q = [q1 q̇1 q2 q̇2]
T,输出为弓网间接触

力f(t),式(2)可写为状态空间模型{
q̇ = Aq +Bu,

y = Cq,
(3)

其中:

A =


0 1 0 0

−k1 + k(t)

m1

− b1
m1

k1
m1

b1
m1

0 0 0 1
k1
m2

b1
m2

− k1
m2

−b1 + b2
m2

 ,

B = [0 0 0
1

m2

]T, C = [k(t) 0 0 0].

3 增增增广广广模模模型型型及及及反反反馈馈馈线线线性性性化化化(Augmented model
and feedback linearization)

3.1 增增增广广广模模模型型型(Augmented model)
弓网接触力控制的关键是如何处理时变刚度k(t),

把时变项看作扩展状态变量[15],得到增广模型. 令
k̄(t) = k(t)− k0 = k0ω cos(2πvt/l),并设扩展状态
为x5 = k̄(t), x6 =

˙̄k(t),则

ẋ6 =
¨̄k(t) = −(

2πv

l
)2x5. (4)

定义状态x = [x1 x2 x3 x4 x5 x6]
T,其中: x1 =

q1, x2 = q̇1, x3 = q2, x4 = q̇2,增广非线性仿射模型
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可以表示为 {
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x),
(5)

其中:

f(x) =

x2

k1
m1

x3 −
k0 + k1 + x5

m1

x1 −
b1
m1

x2 +
b1
m1

x4

x4

k1
m2

x1 +
b1
m2

x2 −
k1
m2

x3 −
b1 + b2
m2

x4

x6

−4π2v2

l2
x5


,

g(x) = [0 0 0
1

m2

0 0]T, h(x) = k0x1 + x5x1.

3.2 反反反馈馈馈线线线性性性化化化(Feedback linearization)
非线性系统反馈线性化的基本思想是首先判断系

统的相对阶,通过微分同胚变换把系统方程变换为
内、外状态方程,随后设计控制律,控制律由反馈项和
附加控制两部分组成,其中反馈项用以抵消非线性项,
附加控制是针对线性化以后的系统用以实现控制目

标所设计的控制律.用李导数(Lie derivative)求系统
的相对阶

LgL
ρ
f h(x) = 0, ρ = 0, 1,

LgL
2
f h(x) =

b1(k0 + x5)

m1m2

̸= 0,
(6)

故系统相对阶为3,设微分同胚变换后的状态为z,由
外状态ξ和内状态η构成:

z = T (x) = [ξT ηT]T, (7)

其中:

ξT = [z1 z2 z3] = [h(x) Lfh(x) L2
f h(x)],

ηT = [z4 z5 z6] = [x4 x5 x6],

z1 = k0x1 + x5x1, z2 = x2(k0 + x5) + x1x6,

z3 =− k0 + x5

m1

(b1x2 − b1x4 + k0x1 + k1x1−

k1x3 + x1x5)−
4π2v2x1x5

l2
+ 2x2x6.

定定定理理理 1 变换T : Rn → Rn是微分同胚变换.

证证证 构造雅可比(Jacobi)矩阵

∂z

∂xT
=



k0 + x5 0 0 0 x1 0

x6 k0 + x5 0 0 x2 x1

Ξ1 Ξ2 Ξ3 Ξ4 Ξ5 2x2

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


, (8)

其中:

Ξ1 = −(k0 + x5)(k0 + k1 + x5)

m1

− 4π2v2x5

l2
,

Ξ2 = 2x6 −
b1(k0 + x5)

m1

,

Ξ3 =
k1(k0 + x5)

m1

, Ξ4 =
b1(k0 + x5)

m1

,

Ξ5 =− 1

m1

(b1x2 − b1x4 + 2k0x1 + k1x1−

k1x3 + 2x1x5)−
4π2v2x1

l2
.

由式(1)(4)可知, ω < 1, k0 + x5 > 0,根据分块矩
阵理论和式(8)中对角线的元素可知,雅可比矩阵是非
奇异的,故变换T是微分同胚变换.

注注注 1 坐标变换z = T (x)的微分同胚性关系到其逆变

换x = T−1(z)是否存在,是变换前后两个系统等价性的必要

条件.若采用表2参数, T满足径向无界性条件 lim
∥x∥→∞

∥T (x)∥

= ∞,则T是全局微分同胚变换.

经过微分同胚变换后施加如下状态反馈控制律:

u = [LgL
2
f h(x)]

−1[−L3
f h(x) + v], (9)

其中:

L3
f h(x) =

1

m2
1

(b1k0 + b1x5 − 2m1x6)(b1x2 − b1x4 + k0x1 +

k1x1 − k1x3 + x1x5) +
k0 + x5

m1

(k1x4 − k0x2 −

k1x2 − x2x5)−
x6

l2m1

(b1l
2x2 − b1l

2x4 + 2k0l
2x1 +

k1l
2x1 − k1l

2x3 + 2l2x1x5 + 4π2m1v
2x1)−

b1(k0 + x5)

m1m2

(b1x4 − b1x2 + b2x4 − k1x1 + k1x3)−

12π2v2x2x5

l2
,

施加式(6)后可得动态方程

η̇ = q(z) + p(z)u, (10a)

ξ̇ = Acξ +Bcv, (10b)

y = Ccξ, (10c)

其中:

q(z) = [Ξ6 z6
−4π2v2z5

l2
]T,

p(z) = [
1

m2

0 0]T,

Ξ6 = − m1

l2m2(k0 + z5)3
(z3l

2z25 +

4π2z1v
2z25 + 2k0l

2z3z5 − 2l2z2z6z5 +

4π2k0v
2z1z5 + k2

0l
2z3 + 2l2z1z

2
6 −

2k0l
2z2z6)−

1

m2

(b2z4 + z1),
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Ac =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , Bc =

00
1

 , Cc = [1 0 0].

注注注 2 式(10a)称为内动态方程,内状态η受外部状态

ξ和u控制,且是不可观的,式(10b)是外动态方程. 式(10)称为

反馈线性化的准正则形式方程,若取η = [x3 x5 x6]
T,可使

内动态方程消去u项,化为正则形式方程[16].

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
本节目标是设计状态反馈控制器,使得内状态有

界,外状态的跟踪误差收敛. 用zc1表示光滑有界的参

考输入信号,则接触力误差e可以表示为

e = zc1 − z1, (11)

令E = [e ė ë]T,则式(10b)中附加控制律v可设计为

v =
...
z c
1 +KTE. (12)

将上式代入式(10b),得误差动态方程
...
e +KTE = 0. (13)

选择合适的K使得上式是赫尔维茨(Hurwitz)的,
即可保证跟踪误差的一致收敛性. 考虑在控制律(12)
作用下内状态的有界性有如下定理.

定定定理理理 2 对于跟踪问题,若参考信号光滑有界,
在附加控制律(12)作用下,内状态η最终有界.

证证证 由参考输入信号的光滑有界性和误差动态方

程式(13)的赫尔维茨性可知,对∀ε > 0,存在有限时间
T0(ε),使得|z1 − zc1| < ε. 当t ∈ [0, T0(ε)],由坐标变
换T的微分同胚性和式(13)的赫尔维茨性可知,式
(10a)中ż4方程中的参数均是连续变化的有界值,根据

一阶线性微分方程
dy

dτ
+ P (τ)y = Q(τ)的通解y =

e−
r
P (τ)dτ (

w
Q(τ)eP (τ)dτdτ + C)可知, z4为有限

值,不会在有限时间内发散.通过选取K可使ε足够

小, t ∈ (T0,∞)时,有z1 = zc1, z2 = z3 = 0, v = 0,

此时

ż4 = − b2
m2

z4 + σ, (14)

其中

σ =

− zc1
b1l2(k0 + x5)4

(k1k
2
0l

2z6 + k1l
2z25z6+

6m1l
2z36 − 4π2b1k

2
0v

2z5 − 4π2m1k
2
0v

2z6+

2k1k0l
2z5z6 − 2b1k0l

2z26 − 8π2b1k0v
2z25+

16π2m1k0v
2z5z6 − 2b1l

2z5z
2
6 − 4π2b1v

2z35+

20π2m1v
2z25z6).

由式(7)中状态z5, z6的定义可知, |σ| ∈ L∞. 为证
明z4有界,定义Lyapunov函数

V1 =
1

2
z24 , (15)

其沿式(14)的时间导数为

V̇1 = z4(−
b2
m2

z4 + σ) 6

− b2
m2

z24 + |z4| sup
t>T0

|σ| =

− b2
m2

|z4|(|z4| −
m2

b2
sup
t>T0

|σ|). (16)

其中: sup
t>T0

|σ|∈L∞,当|z4|>(
m2

b2
) sup
t>T0

|σ|时, V̇160,

可知z4一致最终有界,又z5, z6 ∈ L∞,则内状态η一

致最终有界[16].

注注注 3 内状态虽然与输出无关,不必过多关注,但所设

计的控制律必须保证内状态的有界性,否则反馈线性化控制

将无意义.定理2证明了内状态在反馈控制律式(12)作用下是

一致最终有界,但不是输入–状态有界[16].

5 干干干 扰扰扰 观观观 测测测 器器器 设设设 计计计(Disturbance observer
design)
受电弓在实际运行环境中可能受到各种形式的干

扰,弓头是最易受到干扰和产生噪声的部分[17],弓头
受到干扰而引起接触力的波动不仅会加剧摩擦磨损,
还会伴随电磁干扰,引起噪声污染,控制律式(9)(12)
只适用于精确模型,干扰会使跟踪性能恶化,为此,本
文采用基于干扰观测器的补偿控制方法.

注注注 4 采用滑模变结构控制也可以解决模型不精确问

题,若干扰项在微分同胚变换后被放大,需要设计较大的切换

增益,易引起强抖振. 另外,具有万能逼近性质的模型也可用

于对干扰建模,如文献[18]采用小波神经网络设计干扰观测

器,但复杂的结构会使其在实际应用中受到限制.

考虑弓头干扰d(t),式(5)中ẋ2的动态方程写为

ẋ2 =−k0 + k1 + x5

m1

x1 −
b1
m1

x2 +
k1
m1

x3 +

b1
m1

x4 + d, (17)

此时记z̄ = T (x),利用第3节中的方法反馈线性化,
得外状态方程为

˙̄z1 = z̄2, ˙̄z2 = z̄3, ˙̄z3 = v̄ + ds, (18)

其中:

ds =
d

m1

[3m1z̄6 − b1(k0 + z̄5)] + (k0 + z̄5)ḋ, (19)

内状态方程为

˙̄z4 = − m1

l2m2(k0+z̄5)3
(z̄3l

2z̄25+4π2z̄1v
2z̄25+

2k0l
2z̄3z̄5−2l2z̄2z̄6z̄5+4π2k0v

2z̄1z̄5+

k2
0l

2z̄3 + 2l2z̄1z̄
2
6 − 2k0l

2z̄2z̄6)−
1

m2

(b2z̄4 + z̄1 −m1d− u),

˙̄z5 = z̄6, ˙̄z6 =
−4π2v2z̄5

l2
.

(20)
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设计如下干扰观测器[19]:{
s = d̂s − p(z̄),

ṡ = −L(z̄)s+ L(z̄)(−p(z̄)− v̄),
(21)

其中

ṗ(z̄) = L(z̄) ˙̄z3. (22)

定定定理理理 3 考虑系统 (18)(20)和干扰观测器 (21),
L(z̄) > 0,若干扰ds有界且相对观测器的动态特性变

化缓慢,则采用控制律

v̄ =
...
z c
1 + K̄TĒ − d̂s, (23)

可使得闭环系统具有以下性能:

1) 闭环系统所有信号有界.

2) 跟踪误差收敛半径为∥Ē∥ =
2λM(P )

λm(Q)
∥d̃s∥∞,

其中: K̄ = [k̄1 k̄2 k̄3]
T, Ē = [ē ˙̄e ¨̄e]T, ē = zc1 − z̄1

为接触力误差, λm(·)和λM(·)分别是取对称矩阵的最
小和最大特征值, P = PT > 0, Q = QT > 0,且满
足ΛT

c P + PΛc = −Q.

证证证 首先证明干扰观测器收敛. 设干扰观测误差
d̃s = ds − d̂s,由式(21)–(22)可知观测误差动态方程:

˙̃
ds = ḋs − ˙̂

ds = −ṡ− ṗ(z̄) =

L(z̄)s− L(z̄)(−p(z̄)− v̄)− L(z̄) ˙̄z3 =

L(z̄)(s+ p(z̄))− L(z̄)ds =

−L(z̄)d̃s. (24)

选择L(z̄) > 0,可使观测器误差以指数收敛.

其次,证明闭环系统性能.由式(18)和式(23)可知
误差动态方程:

˙̄E = ΛcĒ −Bcd̃s, (25)

其中:

Λc =

 0 1 0

0 0 1

−k̄1 −k̄2 −k̄3

 , Bc =

00
1

 .

选择Lyapunov函数如下:

V2 = ĒTP Ē, (26)

则其沿动力学方程(25)的时间导数为

V̇2 =
˙̄ETP Ē + ĒTP ˙̄E =

(ΛcĒ −Bcd̃s)
TP Ē + ĒTP (ΛcĒ −Bcd̃s) =

ĒT(ΛT
c P + PΛc)Ē − 2BT

c P Ēd̃s =

−ĒTQĒ − 2BT
c P Ēd̃s. (27)

由已知∥Bc∥ = 1, ∥d̃s(t)∥ 6 sup
t>0

∥d̃s(t)∥ = ∥d̃s∥∞得

V̇2 6 −λm(Q)∥Ē∥2 + 2λM(P )∥Ē∥∥d̃s∥∞ =

−∥Ē∥[λm(Q)∥Ē∥ − 2λM(P )∥d̃s∥∞]. (28)

若使V̇2 6 0,需要λm(Q)∥Ē∥ > 2λM(P )∥d̃s∥∞,即误
差的收敛半径为

∥Ē∥ =
2λM(P )

λm(Q)
∥d̃s∥∞. (29)

由干扰ds有界且相对观测器的动态特性变化缓慢

条件可知∥d̃s∥∞和V2有界, V2有界意味着Ē有界和式

(18)中状态有界,根据式(23)且由zc1光滑有界可知v̄有

界. 考虑干扰条件下的内状态有界性证明类似定理2.
综上,闭环系统所有信号有界.

6 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析 (Simulation results and
analysis)
为了验证所提出的基于干扰观测器的反馈线性化

控制方法的正确性和有效性,并对比文献[15]的控制
方法,使用MATLAB/Simulink对控制系统进行数值仿
真,受电弓参数如表2所示. 控制器参数选取

K̄ = [1000, 300, 20]T, L(z̄) = 300,

设置干扰观测器初始状态为0,参考信号zc1 = 100N.
由于受电弓运行环境的复杂性,易受到多种干扰,仿
真过程中考虑弓头所受定值、正弦和白噪声3种形式
的非回零干扰.

表 2 弓网物理参数
Table 2 Physical parameters of pantograph

符号 名称 数值

k0 接触网平均刚度 3.6× 103 N/m
k1 框架与弓头间刚度 104 N/m
l 接触网跨距 65m
ω 刚度变化因子 0.5

v 机车运行速度 80m/s
m1 弓头质量 8 kg
m2 框架质量 12 kg
b1 框架与弓头间阻尼 120Ns/m
b2 机车与框架间阻尼 30Ns/m

图2(a)和图2(b)分别是在5 s和6 s加入定值干扰d

= 1后,本文控制方法与文献[15]控制方法的响应对
比曲线.由图2可知,文献[15]控制算法上升时间更短,
这是由其控制器参数决定的,本文算法也可通过配置
参数K̄可以加快其响应速度,同时也会增加控制器的
增益幅值.由于建模时考虑了接触网的时变性,故在
不同时刻加入干扰对响应波形的影响是不同的. 基于
干扰观测器补偿的控制在干扰加入后有轻微波动,由
于干扰观测器能够迅速跟踪反馈线性化后的干扰ds,
有效补偿了控制律,避免了由模型不确定性带来的较
大振荡. 又根据式(19),由于ds中含有快速时变项,在
引入干扰后接触力波动很难避免,增大L(z̄)可进一步

减小波动,而文献[15]控制算法的接触力波动较大.

图3(a)和图3(b)分别是在5 s和6 s加入正弦干扰d
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= sin(5t)后,本文控制方法与文献[15]方法的响应对
比曲线,由于干扰d的时变速度较快,且式(19)中包
含d的微分项ḋ,基于干扰观测器补偿的控制在干扰加
入后一直存在轻微波动,但较文献[15]控制方法的波
动幅度较小.

设置白噪声强度为0.2,采样时间为0.2 s,图4(a)和
图4(b)分别是在5 s和6 s加入白噪声干扰后,本文方法
与文献[15]方法的响应对比曲线.由图4可知,即使在
较为严苛的时变速度更快的白噪声干扰条件下,本文
控制算法仍有较好的跟踪性能.

(a) 5 s加入干扰

(b) 6 s加入干扰

图 2 定值干扰下跟踪误差分析

Fig. 2 Tracking error analysis with constant disturbance

(a) 5 s加入干扰

(b) 6 s加入干扰

图 3 正弦干扰下跟踪误差分析

Fig. 3 Tracking error analysis with sine disturbance

(a) 5 s加入干扰

(b) 6 s加入干扰

图 4 白噪声干扰下跟踪误差分析

Fig. 4 Tracking error analysis with white noise disturbance

7 结结结论论论(Conclusions)
本文通过扩展状态变量得到受电弓的增广非线性

模型,基于该模型提出了输入–输出反馈线性化控制
方法,并证明了内状态在跟踪条件下的有界性. 针对
受电弓实际运行过程中弓头易受干扰的问题,采用非
线性干扰观测器补偿反馈控制律.仿真表明,所提出
的基于干扰观测器的反馈线性化控制策略具有较好
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的跟踪性能,能够为一定工况下弓网最优接触力的跟
踪控制提供可行方案.
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