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摘要:非线性随机系统完全统计特征控制优于低阶矩控制,但往往因为算法的复杂性难以实际应用. 本文针对受
高斯白噪声激励的标量非线性随机系统,针对状态响应提出了一种完全统计特征控制方法. 首先将刻画完全统计
特征的概率密度函数表示成指数函数,利用FPK(Fokker-Planck-Kolmogorov)方程求出概率密度函数的各阶导数,进
而建立指数函数Taylor展开的系数与待求反馈控制增益间的关系.然后,依据控制目标给出了求解反馈增益的优化
问题.针对目标概率密度函数的不同情况,分别给出了跟踪控制策略:对于指数函数Taylor展开为有限项形式的情
况,能够直接得到控制增益并完全跟踪目标概率密度函数;其他情况下,也能够达到较好的控制效果.仿真验证了本
文方法的有效性.
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The complete statistical characterization control for
a class of stochastic systems
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Abstract: For nonlinear stochastic systems, although the complete statistical characterization control method is su-
perior to the traditional low moment control methods, it is difficult to apply the control law into the real system due to
its complexity. A complete statistical characteristics control algorithm is presented for nonlinear stochastic systems ex-
cited by Gaussian white noise in this paper. Firstly, an exponential function is used to represent the probability density
function which characterizes the statistical characteristics completely. Subsequently, the relationship between the Taylor
series expansion coefficients of the exponential function and the feedback control gain is derived by the derivation of FPK
(Fokker-Planck-Kolmogorov) equation constantly. Then, on the basis of the control objective, an optimization problem is
given to obtain the feedback gain. And different tracking control strategies are given for different target probability density
function: for the condition that the exponential expansion is finite terms, the control gains can be obtained directly, and
completely track-target probability density function; under other conditions, a nearly track-target probability density could
be got. The examples show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
世界充满随机性,从量子系统到一般的工业系统,

无不如此. 现有的随机控制方法大都从闭环系统的
稳定性出发,以统计平均值、方差作为性能指标,这些
方法确实解决了线性二次高斯 (linear quadratic

Gaussian, LQG)控制问题[1–4]. 然而,由于LQG的设计
仅以性能指标的均值为目标,控制器性能受到了极大
的限制,非线性系统中尤其严重. 这种情况下,完全统
计特征控制方法受到越来越多的重视[5–7].

完全统计特征控制方法把过程状态演化的概率密
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度函数作为设计目标,代替传统控制方法中的平均
值、方差等低阶矩指标.对于随机系统来说,其完全统
计特征都包含在概率密度函数(probability density
function, PDF)中,因此,概率密度函数控制方法是对
随机过程统计特性的完整刻画,有了概率密度函数,
那么,诸如均值、方差、峭度等指标都可以通过概率密
度函数精确算出.因此,概率密度函数控制远远优于
以低阶矩近似的统计量的控制方法,也因此表现出了
优秀的控制性能和研究价值.文[8]利用概率密度函数
对互信息值进行估计,取得了良好的效果.文[9]把概
率密度函数应用于故障预测领域.文[10–11]则针对从
控制输入到输出概率分布函数的一般非高斯随机系

统,提出了两步智能优化控制方法;针对从输入概率
密度函数到输出概率密度函数的非高斯泛函算子模

型,提出了统计信息集合优化方法.

近年来,非线性系统状态变量的概率密度函数形
状跟踪受到了重视,文[12]针对受高斯白噪声激励的
非线性随机系统,导出了控制增益与各阶矩的递推方
程,构造了矩逼近优化问题,给出了使状态响应的概
率密度函数形状跟踪期望形状的控制方法. 文[13]以
实际应用为目的,从PDF中抽出了一阶矩、高阶矩及
熵的信息,提出了统计信息集合跟踪方法,既达到了
跟踪目的,又简化了目标泛函,易于工程实施.

非线性随机系统完全统计特征控制方法中,
FPK(Fokker-Planck-Kolmogorov)方程作为研究工具
得到了广泛地研究和应用. FPK方程决定了系统状态
响应概率密度转移路径. 如果能够通过FPK方程得到
系统响应的概率密度函数,就可以求解出系统响应的
各阶统计特征量,对系统可靠性进行定性分析[14]. 因
此,如何求解FPK方程也就成为相关研究的一个中心
课题.然而不幸的是,一般情况下很难得到系统FPK
方程的精确平稳解. 因此, FPK方程近似解的获取也
就得到了广泛地研究.

本文针对非线性随机系统提出了一种对系统状态

响应的完全统计特征进行控制的方法. 首先将刻画完
全统计特征的概率密度函数表示成指数函数,规避
了FPK方程求解问题,而是通过FPK方程导出了指数
函数Taylor展开的系数与待求反馈控制增益间的关
系.通过该对应关系,就可以根据状态方程确定出系
统的概率密度函数. 在对目标概率密度函数的跟踪上,
针对目标概率密度函数的不同情况,分别给出了采用
本方法的跟踪控制策略.尤其是对于一般形式的概率
密度函数,构造出一个简单易处理的一般优化问题,
该优化问题的解一旦确定,就能够确定出控制函数多
项式的形式.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑处于随机环境中的如下单自由度非线性系统:

dy

dt
= f(y) + ω(t), y(t0) = y0,

其中: y(t) ∈ R是系统的状态响应, ω(t) ∈ R是均值
为零的高斯白噪声,其谱密度为S0, f(·) ∈ R为非线
性函数, y0为确定性初始状态.
假定f(y)具有如下多项式形式:

f(y) = a0 + a1y + · · ·+ avy
v, (1)

其中: v为多项式的次数, a0, a1, · · · , av为多项式系

数.
本文要解决的控制问题为:确定一个状态反馈函

数µ(t) = u(y),使得在其控制下,按如下动态系统(2)
演化的状态响应y(t)到达稳态时对应的概率密度函数

p(y)具有期望的形状pd(y),
dy

dt
= f(y) + u(y) + ω(t), y(t0) = y0, (2)

pd(y)是事先给定的,它是某个真实随机变量的实现.
研究表明,非线性系统用非线性反馈控制比线性

反馈更为优越[5],原因是非线性中包含更为丰富的相
互作用. 因此,本文的控制器u(y)选取如下形式:

u(y) = b0 + b1y + · · ·+ bwy
w, (3)

其中: w为控制器的多项式次数, b0, b1, · · · , bw为多
项式系数,即控制增益.
控制增益b0, b1, · · · , bw完全确定了控制u(y),因

此,本文解决的控制问题转化为控制增益的求取.

3 控控控制制制增增增益益益与与与各各各阶阶阶矩矩矩的的的关关关系系系(The relationship
between the control gains and the moments)
对于非线性随机系统(2),状态y的所有统计特征

都包含在概率密度函数PDF中,而PDF依据FPK方程
进行演化. 对于系统(2),其对应的FPK方程为

∂p(y)

∂t
=−∂[p(y)(f(y) + u(y))]

∂y
+

1

2

∂2[2πS0p(y)]

∂y2
. (4)

上述方程反映了PDF在时空中的演化过程,但由
于系统的非线性部分f(y)的存在,使得该方程即使
一般意义下的数值解也变得极为困难.为克服这一困
难,本文采用如下方法: 将刻画完全统计特征的PDF
表示成指数函数,然后通过 FPK方程导出指数函数
Taylor展开项系数与非线性多项式部分系数间的关系.
具体过程如下:

令ϕ(y) = f(y) + u(y),根据式(1)和式(3),有

ϕ(y) =
v∑

i=0

aiy
i +

w∑
i=0

biy
i =

m∑
i=0

ciy
i, (5)
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其中:

c0 = a0 + b0, c1 = a1 + b1, · · · , cm = am + bm.

(6)

式(6)中m取值为v, w两者数值中较大者. 如果v > w,
那么 bw+1,bw+2,· · · ,bm为 0;如果w > v,那么 av+1,
av+2,· · · ,am为 0.

令H = πS0,结合ϕ(y)定义,则方程(4)可以写为

∂p(y)

∂t
= −∂[p(y)ϕ(y)]

∂y
+H

∂2[p(y)]

∂y2
. (7)

考虑到PDF的非负性,令η(y) = ln p(y),则

p(y) = exp[η(y)]. (8)

将η(y)在y = 0处Taylor展开,有

η(y) =
∞∑
i=0

1

i!

∂i[η(y)]

∂yi
|y=0 · yi =

∞∑
i=0

1

i!
τiy

i,

其中

τi =
∂i[η(y)]

∂yi
|y=0. (9)

下面建立τi和ϕ(y)多项式系数c0, c1, · · · , cm之间
的关系.

由式(8)有
∂[p(y)]

∂t
= p(y)

∂[η(y)]

∂t
,
∂[p(y)]

∂y
= p(y)

∂[η(y)]

∂y
.

把上式代入方程(7),得到

p(y)
∂[η(y)]

∂t
=

−p(y)
∂[ϕ(y)]

∂y
− ϕ(y)p(y)

∂[η(y)]

∂y
+

H[p(y)(
∂[η(y)]

∂y
)2 + p(y)

∂2[η(y)]

∂y2
].

两边消去p(y),则有

∂[η(y)]

∂t
=−∂[ϕ(y)]

∂y
− ϕ(y)

∂[η(y)]

∂y
+

H[(
∂[η(y)]

∂y
)2 +

∂2[η(y)]

∂y2
]. (10)

对式(10)两边关于y求q阶导数,得
∂

∂t
(
∂qη(y)

∂yq
) =

−∂q+1[ϕ(y)]

∂yq+1
− ∂q

∂yq
(ϕ(y)

∂[η(y)]

∂y
) +

H
∂q

∂yq
[(
∂[η(y)]

∂y
)2 +

∂2[η(y)]

∂y2
]. (11)

上式右端的第 2项与第 3项应用Leibniz求导公
式展开为

∂

∂t
(
∂qη(y)

∂yq
) =

−∂q+1[ϕ(y)]

∂yq+1
+H

∂q+2[η(y)]

∂yq+2
+

q∑
i=0

[−Ci
q

∂q−i[ϕ(y)]

∂yq−i

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
+

HCi
q

∂q−i+1[η(y)]

∂yq−i+1

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
]. (12)

上式中, q依次取1, 2, · · · , n+ 1,结合式(9)关于τi的

定义,可得
∂τ1
∂t

= {−∂2[ϕ(y)]

∂y2
+H

∂3[η(y)]

∂y3
+

1∑
i=0

[−Ci
1

∂1−i[ϕ(y)]

∂y1−i

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
+

HCi
1

∂2−i[η(y)]

∂y2−i

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
]}|y=0 =

− 2c2 +Hτ3 − c1τ1 − c0τ2 + 2Hτ1τ2,

∂τ2
∂t

= {−∂3[ϕ(y)]

∂y3
+H

∂4[η(y)]

∂y4
+

2∑
i=0

[−Ci
2

∂2−i[ϕ(y)]

∂y2−i

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
+

HCi
2

∂3−i[η(y)]

∂y3−i

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
]}|y=0 =

− 6c3 +Hτ4 − 2c2τ1 − 2c1τ2 − c0τ3 +

H(2τ1τ3 + 2τ 2
2 ),

...
∂τn+1

∂t
={−∂n+2[ϕ(y)]

∂yn+2
+H

∂n+3[η(y)]

∂yn+3
+

n+1∑
i=0

[−Ci
n+1

∂n−i+1[ϕ(y)]

∂yn−i+1

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
+

HCi
n+1

∂n−i+2[η(y)]

∂yn−i+2

∂i+1[η(y)]

∂yi+1
]}|y=0 =

−(n+ 2)!cn+2 +Hτn+3 +
n+1∑
i=0

[−P i
n+1cn−i+1τi+1+Ci

n+1Hτn−i+2τi+1].

由于关注的是稳态意义下PDF形状控制问题,当
系统处于稳态时,系统的瞬态过程已经结束,即
∂τi
∂t

= 0,因此得到方程组

−2c2 +Hτ3 − c1τ1 − c0τ2 + 2Hτ1τ2 = 0,

−6c3 +Hτ4 − 2c2τ1 − 2c1τ2 − c0τ3+

H(2τ1τ3 + 2τ 2
2 ) = 0,

...

−(n+ 2)!cn+2 +Hτn+3+
n+1∑
i=0

[−P i
n+1cn−i+1τi+1 + Ci

n+1Hτn−i+2τi+1] = 0.

(13)

可见,系统处于稳态时,非线性多项式系数和状态
响应PDF的指数η(y)的Taylor展开系数τi之间存在上
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述数学关系.

视 c0, c1, · · · , cn为方程组 (13)的变量,解该方程
组,有

ci =
H

i!
τi+1, i = 0, 1, · · · . (14)

由于ϕ(y)最高次数为m,因此 cm+1, cm+2, · · ·都
为0, η(y)可表达如下:

η(y) =
∞∑
i=0

1

i!
τiy

i = τ0 +
1

H

m+1∑
i=1

1

i
ci−1y

i.

因此,稳态情况下系统(2)的状态PDF表达如下:

p(y) = exp(η(y)) =

θ0 exp[
1

H

m+1∑
i=1

1

i
ci−1y

i], (15)

其中θ0 = exp(τ0).

根据PDF的性质,
w ∞

−∞
p(y)dy = 1,因此, θ0通过

下式获取

θ0 =
1w ∞

−∞
exp(

1

H

m+1∑
i=1

1

i
ci−1y

i)dy

. (16)

这样,一旦ϕ(y)的形式确定,就能够通过式(15)和
式(16)确定p(y).

下面,确定控制u(y),使系统(2)的状态响应y(t)的

PDFp(y)在稳态时跟踪期望的PDFpd(y).

4 完完完全全全统统统计计计特特特征征征控控控制制制(The complete statistical
characterization control)
以下用PDF形状逼近代替完全统计特征控制,并

根据期望的PDF的不同特点,确定相应的控制策略.

4.1 期期期望望望PDF指指指数数数展展展开开开为为为有有有限限限项项项(The exponential
expansion of the PDF is finite terms)
如果期望PDF的指数展开为有限项,就能够把

pd(y)改造为pd(y)=exp(ηd(y))的形式,此时ηd(y)=

lnpd(y),且ηd(y)为有限项多项式形式.

假设ηd(y)最高项次为n,即

ηd(y) =
n∑

i=0

1

i!
τdiy

i,

其中

τdi =
∂i[ηd(y)]

∂yi
|y=0. (17)

对于 p(y)跟踪 pd(y),用 τd1, τd2, · · · , τdm代替式
(14)中的τ1, τ2, · · · , τm,即可计算出c0, c1, · · · , cm.
再根据式(6),可以得到控制增益b0, b1, · · · , bw,即

b0=c0−a0, b1=c1−a1,· · ·, bw=cw−aw. (18)

4.2 期期期望望望PDF指指指数数数展展展开开开为为为无无无限限限项项项 (The exponential
expansion of the PDF is infinite terms)
由 pd(y) = exp[ηd(y)], 有 ηd(y) = ln pd(y). 对

ηd(y)进行Taylor展开,则

ηd(y) =
∞∑
i=0

1

i!
τdiy

i.

如果仅取前n阶展开,采用上节方法,同样可以计
算出c0, c1, · · · , cn并进一步确定出u(y). 此时p(y)跟

踪pd(y)存在误差,误差源如下:

ϵ(y) =
∞∑

i=m+1

1

i!
τdiy

i.

通过取更大的m的值,可以减少ϵ(y)的影响,以达
到满意的PDF跟踪精度.不过m过大的话,会导致控
制器过于复杂,实际应用中应权衡选择.

4.3 期期期望望望PDF为为为一一一般般般形形形式式式 (The PDF is ordinary
form)
这种情况下可能无法或难以采用前述τi逼近的方

法. 为了解决PDF逼近问题,构造如下优化问题:

min e =
w ∞

−∞
[p(y)− pd(y)]

2dy. (19)

求解该优化问题,可以确定出u(y). 解决该优化问题
方法很多,本文不再详细描述.

实际上,对于前两种情况来说,也可以采用本方
法,通过优化问题的求解确定出u(y)结构.

5 数数数值值值算算算例例例及及及仿仿仿真真真(Examples simulation)
综上所述,本文提出的非线性随机系统完全统计

特征控制方法可通过下面的算法来实施:

Step 1 将目标PDF进行指数展开. 如果无法展
开为指数有限项形式,进入Step 2,否则进入Step 3;

Step 2 求解优化问题(19),约束p(y)具有有限指

数展开,获得最优p(y)并把p(y)当做pd(y)对待;

Step 3 按照式(17)计算τdi;

Step 4 用τdi代替式(14)中的τi,计算ci的值;

Step 5 按照式(18)计算bi的值;

Step 6 按照式(3)确定控制器u(y).

下面通过实例来说明本文方法的特点.

考虑如下受白噪声激励的非线性系统:
dy

dt
= y − 10y3 + u(y) + ω(t), (20)

y(t0) = y0,

其中ω(t)是均值为0的高斯白噪声,其谱密度为1/π.

期望的PDF为

pd(y) =
1√
2πσ

exp[−(y − µ)2

2σ2
], (21)

其中: µ = 1, σ = 0.5. 期望PDF为高斯形状,容易得
到其τd0, τd1, · · · , τdn分别为

τd0 = −2.226, τd1 = 4.000,

τd2 = −4.000, τdi = 0, i = 3, 4, · · · .
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该期望PDF能够进行指数展开且展开项有限,因
此直接用τdi代替式(14)中的τi,得

c0 = 4, c1 = −4, ci = 0, i = 2, 3, · · · .

由式(20)可知

a0 = 0, a1 = 1, a2 = 0,

a3 = −10, ai = 0, i = 4, 5, · · · .

把ai, ci的值代入式(18),得到bi的值为

b0 = 4, b1 = −5, b2 = 0,

b3 = 10, bi = 0, i = 4, 5, · · · .

因此,控制函数为

u(y) = 4− 5y + 10y3.

根据式(15),控制后的PDF为

p(y) = θ0 exp[4y − 2y2],

其中θ0由式(16)求得为θ0 = 0.108. 因此, p(y)的完整
表达为

p(y) = 0.108 exp[4y − 2y2].

用u(y)控制目标系统,状态y(t)稳态时的PDF形
状如图1所示. 图中实线为目标PDF,虚线为控制后的
PDF.仿真结果可以看出控制后的PDF完全跟踪目标
PDF,这是由于目标PDF的指数函数的Taylor展开为
有限项,因此,可以求解出合适的控制器,使得系统控
制后的p(y)能够完全跟踪pd(y).

图 1 被控PDF与目标PDF

Fig. 1 The controlled PDF and the goal PDF

上面的目标PDF只有一个峰值,而实际系统中很
多都要求是多峰形状,例如

pd(y) = 0.182 exp(2y2 − y4 − 0.3 sin y).

相应的τd0, τd1, · · · , τdn分别为

τd0 = −1.704, τd1 = −0.3, τd2 = 4, τd3 = −0.3,

τd4 = −24, τd2i−1 = −0.3, i = 3, 4, · · · ,
τd2i = 0, i = 3, 4, · · · .

假定控制器最高次为3. 先采用方法2,用τd1, τd2,

τd3, τd4代替式(14)中的τ1, τ2, τ3, τ4,得

c0 = −0.3, c1 = 4, c2 = −0.15, c3 = −4.

根据本文方法, u1(y)和PDF1 p1(y)分别为

u1(y) =−0.3 + 3y − 0.15y2 + 6y3,

p1(y) = 0.176 exp(−0.3y + 2y2 − 0.05y3 − y4).

再采用方法3,构造优化问题

min e =
w ∞

−∞
[p(y)− pd(y)]

2dy, (22)

其中p(y)表达式如下:

p(y) =

exp(c0y +
1

2
c1y

2 +
1

3
c2y

3 +
1

4
c3y

4)w ∞

−∞
exp(c0y+

1

2
c1y

2+
1

3
c2y

3+
1

4
c3y

4)dy
.

求解优化问题(22),得

c0 = −0.268, c1 = 4.039,

c2 = 0.074, c3 = −4.087.

此时, min e = 0.0000732. u2(y)和PDF2 p2(y)分

别为

u2(y) =−0.268 + 3.039y + 0.074y2 + 5.913y3,

p2(y) = 0.183 exp(−0.268y+2.020y2+0.025y3−
1.022y4).

分别用u1(y), u2(y)控制状态y(t),稳态时PDF1,
PDF2的效果如图2所示. 图中实线为目标PDF.

图 2 被控PDF与具有多峰形式的目标PDF

Fig. 2 The controlled PDF and the goal PDF with multi-peak

从图2可以看出两点: 1)尽管采用优化问题的方
法比采用方法2计算过程复杂,但是却能在同等阶数
下,控制器取得更好的跟踪效果; 2)多峰目标函数对
应ηd(y)的Taylor展开为无限项,但仍能确定出合适的
控制器,使得系统控制后的p(y)尽量逼近pd(y).

为了进一步分析本文方法的效果,假设目标PDF
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难以展开为指数形式,例如如下三角形形状:pd(y) = −0.5y + 0.5, − 1 6 y 6 1,

pd(y) = 0, y < −1或y > 1.

采用方法3,分别限定PDF指数多项式最高次数为
4和6,并构造优化问题(19).

限定PDF指数多项式最高次数为4时,得到

c0 = −0.359, c1 = 1.664,

c2 = −9.375, c3 = −16.836.

此时, min e = 0.0356. ut1(y)和pt1(y)分别为

ut1(y) =−0.359 + 0.664y − 9.375y2 − 6.836y3,

pt1(y) = 0.462 exp(−0.359y + 0.832y2 −
3.125y3 − 4.209y4).

限定PDF指数多项式最高次数为6时,得到

c0 =−0.355, c1 = 1.656, c2 = −9.366,

c3 =−16.686, c4 = 0.091, c5 = −0.055.

此时, min e = 0.0354. ut2(y)和pt2(y)分别为

ut2(y) =−0.355 + 0.656y − 9.366y2 − 6.686y3 +

0.091y4 − 0.055y5,

pt2(y) = 0.463 exp(−0.355y+0.828y2−3.122y3−
4.172y4 + 0.018y5 − 0.009y6).

分别用ut1(y)和ut2(y)控制状态y(t),稳态时的
PDF1和PDF2形状如图3所示.

图 3 被控PDF与三角形式的目标PDF

Fig. 3 The controlled PDF and the goal PDF with triangle

本例中min e相比前例明显较大.可见,如果目标
PDF难以展开为指数多项式形式,采用本文方法难以
保证控制效果.另外,对于该目标PDF,为了提高PDF
跟踪精度,控制器阶次由4次提高到6次,尽管付出了
计算工作量大大提高以及控制器的复杂度也显著提

高的代价. 从仿真结果看, min e改善还不足1%.

仿真表明,使用本文提出的方法,对于目标PDF能

够展开为指数多项式形式的情况具有良好的控制效

果;而对于目标PDF难以展开为指数多项式的情况,
尽管能够取得一定的效果,但却无法保证控制精度.

6 结结结论论论(Conclusions)
对于非线性随机系统,状态变量必然具有随机不

确定性,而随机变量的PDF完全刻画了不确定性的统
计特征. 动态系统随时间的演化过程遵从FPK方程,
但FPK方程在绝大多数情况下无法获得解析解,即使
获得数值解也存在很大困难.本文利用FPK方程,确
立了PDF指数函数和控制器多项式的关系,获得了系
统稳态PDF的表达形式,解决了PDF跟踪控制问题,仿
真结果表明了本文方法对能够展开为指数多项式形

式的目标PDF的有效性,尤其是在目标PDF指数函数
Taylor展开为有限项条件下,跟踪精度更高;而对于目
标PDF指数函数Taylor展开为无限项的情况,通过增
加控制器的阶次,也能够提高跟踪精度.同时,针对一
般形式的目标PDF,本文把PDF跟踪问题转换为优化
问题,为借鉴在数学领域出现的新的优化方法奠定了
基础. 另外,本文提出的控制算法具有分离性特点,即
控制增益与状态无关,可以离线计算,在线应用,使用
方便.

尽管非线性系统的PDF控制已经出现了大量研究
工作,但都因为算法复杂而难以实际实施.本文与文
献[13]以不同的技术路线,为控制算法在实际物理系
统的应用提供了新的途径. 但是,如上分析,本文方法
对于目标PDF具有指数多项式形式的情况能够达到满
意的控制效果.对于一般形式的目标PDF如何达到更
好的跟踪效果?这个问题值得进一步深入研究.
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