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摘要:相比于传统且经典的比例–积分–微分(PID)控制,带有指数参数的有限时间控制方法具有更好的控制性能,
因而引起广泛的关注和研究.本文首先从方法设计和稳定性分析角度,对现有主流有限时间控制方法进行整理和归
纳,将其分为17种有限时间状态反馈控制方法及6种有限时间输出反馈控制方法. 其次,以一类具有普遍和基础性
的二阶系统为例,统一变量和参数,给出了每种控制方法对应的控制器的显式结构. 然后,通过原理分析和比较分
析,对每种控制方法的优点及不足之处进行了总结,尤其是给出了终端滑模控制具有“控制奇异与收敛时间矛盾
性”的结论,以及指出了一些方法存在较大保守性的问题.最后,通过列表的方式展示了所有有限时间控制方法的
优缺点及值得进一步深入研究的课题.
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Abstract: In comparison to the traditional and classical proportional-integral-derivative (PID) control, the finite-time
control with exponential parameters has better control performance, so it has been widely researched in recent years.
This paper reviews nearly all the mainstream finite-time control methods, and the main contributions of this review are
as follows. First, the mainstream finite-time control methods are divided into seventeen finite-time state feedback control
methods and six finite-time output feedback control methods, on the basis of stability analysis. Afterwards, for a general
and fundamental second-order system, the mathematical expressions of all the control methods are explicitly presented by
standardizing variables and parameters. In the next part, through principle analysis and comparative analysis, the advantages
and disadvantages of every control method are summarized, in particular, the problem of “the contradiction between control
singularity and convergence time” with regard to terminal sliding mode control, and the mistakes of some control methods
are proposed. Finally, the comparison results and the future research directions of all the control methods are presented in
tabular form.
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1 引引引言言言
控制理论研究的目的是使系统具有更佳的稳定性

能,而对控制方法的研究是其重要的组成部分. 传统

经典的比例–积分–微分 (proportional-integral-deriva-
tive, PID)控制方法因其结构简单、易懂易实现等优
点,被从事自动化行业人员所熟知并广泛应用. 随着
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科技领域的发展,对自动化系统性能的要求越来越高,
用高级控制方法替代PID控制,能在不增加硬件成本
基础上进一步提高控制性能,这也是研究控制方法的
意义和目的.

主流有限时间(finite-time, FT)控制可看作是一种
在PID控制基础上发展起来的更高级的控制方法. 从
控制器结构上看, FT控制比PID控制多了指数形式的
控制参数,通过合理地设置该参数,能够获得更好的
控制性能.从系统稳定性上看, FT控制能实现系统为
有限时间稳定(FT stability, FTS),而PID仅能实现系
统为渐近稳定. 从纯理论角度来说,渐近稳定系统收
敛到平衡点的时间是无穷大的,而FTS系统收敛到平
衡点的时间是有限的. 从实际应用角度来说,由于干
扰等不确定因素的存在,系统状态只能收敛到期望平
衡点附近的邻域内,虽然PID控制和FT控制驱动的系
统的稳定时间都是有限的,但FT系统因为多了指数形
式参数,从而具有更快的收敛速度、更高的稳定精度
等优点,这也是近20多年来FT控制引起众多学者的研
究兴趣并取得一系列发展的原因.

关于FT控制的综述已有一些文章.丁世宏等[1]在

综述中介绍了FT控制早期的发展历程,及其在二阶系
统、高阶系统、输出反馈控制系统、混沌系统、姿态控

制系统、多智能体系统、永磁同步电机等不同系统上

的研究成果.综述[2]介绍了大量FTS的判据,在文献
[3]基础上总结了若干主流FT控制方法的优缺点及应
用,以及若干非主流FT控制方法的研究现状.但文献
[1]是十多年前的综述文章,而在最近十多年中, FT控
制又有了一些新的研究成果.文献[2]总结的主流FT
控制方法相对较少,而本文作者的文献[3]介绍的主流
FT控制方法虽然相对全面,但因没给出控制器的显式
形式及稳定性分析过程,导致很多读者不能很好理解
控制方法之间的区别及一些方法具有的保守性. 本文
与文献[1–3]的不同之处在于: 本文更侧重于展示和
分析控制方法而非被控系统及控制问题,帮助读者从
控制器显式形式的角度去认识众多的主流FT控制方
法及其研究方向,这也是本文的初衷.

针对不同被控对象或控制问题,所采用的控制方
法及控制器的结构一般是不同的. 为了展示各种控制
方法的显式结构,进而比较并分析各种方法的性能,
必须选定一个具有一般性和基础性的系统作为被控

对象.本文将要罗列的FT控制方法皆是从设计的角度
进行定义和区分的,而一阶系统因其结构简单,一般
可直接根据FTS判据设计FT控制器,不需高级的设计
方法,因此不能选择一阶系统作为本文的被控对象.
FT控制在各种高阶系统上(三阶及三阶以上)虽然已
取得了一系列的成果,且所有高级系统方法都可降阶
用在二阶系统上,但二阶系统的FT控制方法并不能都
扩展到高阶系统上,而本文要尽可能多的展示控制方

法,相比之下,选择二阶系统更具基础性. 从二阶系统
开始, FT控制根据设计思路的不同可分为众多流派,
此外,对二阶系统的研究是高阶系统的基础,而且二
阶系统能描述许多实际系统的数学模型,如航天器、
无人机、机械臂、车辆、船舶、水下机器人等运动体位

置和姿态的简化运动模型. 因此,在二阶系统上展示
所有主流FT控制方法,最具有普遍性和基础性,这也
是本文选择二阶系统作为被控系统的主要原因.

注注注 1 本文综述的主流FT控制,指的是控制器中含有

指数项,且当系统模型精确已知时(不包含随机干扰等不确定

项),能让系统状态在有限时间内收敛到平衡点的一类非光滑

控制方法. 而文献[4]中利用V̇ 6 −c判据设计的FT控制、文

献[5–6]中利用V̇ 6 −cTV /(T − t)类型判据设计的FT控制、

以及文献[7–8]中利用动态滑模方法设计的FT控制等,这些

方法不含有指数项或为光滑控制,所以不在本文的综述范围

内.

注注注 2 这里给出本文最常用的几个函数和参数的定义.
幂函数sig(·)p表示sig(x)p=sign(x)|x|p,其中: x ∈ R, p ∈ R,
符号函数sign(x)的定义如下:

sign(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0,

(1)

幂函数sig(x)p在x ̸= 0处的导数为[9]

d

dx
sig(x)p = p|x|p−1, x ̸= 0.

处理系统干扰或不确定性时,有时会用到微分包含意义下的
符号函数sgn(x),一般称之变结构项,定义如下[10]:

sgn(x) =


1, x > 0,

ξ, x = 0, ξ ∈ [−1, 1],

−1, x < 0.

(2)

此外,后文各种控制器的参数,如指数参数p1, p2, p3, p4, g,

增益参数k1, k2, k3, k4,阈值参数皆为正常数,而且,如无特

别说明,其中指数参数满足g ∈ (1, 2), pi ∈ (0, 1), i = 1, 2, 3,

4,阈值参数ε为小正数. 假设条件中的约束参数c1和c2为正

常数. V0表示初始时刻对应的Lyapunov函数V值.

2 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定基基基本本本判判判据据据及及及二二二阶阶阶系系系统统统模模模型型型

2.1 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定的的的基基基本本本判判判据据据

FT控制可根据设计方法的不同而分成不同种类,
为了方便后文解释不同的设计方法,需要先简单介绍
判定系统是否为FTS的基本定义和基本判据.

考虑如下系统:

ẋ(t)=f(x(t)), f(0)=0, t0=0, x0,x(0), (3)

式中: x(t)∈Rn, f : U→Rn为包含原点的定义域U

到n维空间Rn中的一个函数, 0 ∈ Rn表示零向量, x0

为初始状态. 令x(t) = [x1 x2 · · · xn]
T, f(x(t)) =

[f1(x) · · · fn(x)]
T. 基于该系统,先给出FTS的定义

如下.
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定定定义义义 1 [11](有限时间稳定定义) 针对系统(3),
若系统状态x(t)在有限时间内收敛到平衡点x(t) =

0,之后一直保持在平衡点上,则系统为FTS.其数学
定义的描述为:若在其邻域Ω ⊂ U内存在一个函数

T (x0): Ω\{0}→ (0,∞),使 得 对∀x0 ∈ Ω ⊂ U ,系
统解记为x(t,x0),且x0 ̸= 0,如满足以下两个条件:

a)当t ∈ [0, T (x0)]时,有 lim
t→T (x0)

x(t,x0) = 0,

b)当t > T (x0)时,有x(t,x0) = 0,
则系统为局部 FTS,且称T (x0)为收敛时间. 若Ω =

U = Rn,则系统为全局FTS.

2.1.1 基基基本本本判判判据据据之之之Lyapunov稳稳稳定定定定定定理理理
引引引理理理 1[11](基于Lyapunov稳定的FTS定理) 针

对系统 (3),在定义域上如果存在一阶可导正定函数
V (x)满足

V̇ (x) 6 −αV (x)
p
, x ∈ U\{0}, (4)

其中α和 p为正常数且满足 p ∈ (0, 1),则系统 (3)为
FTS,且收敛时间T (x0)满足

T (x0) 6 α−1(1− p)
−1
V (x0)

1−p
. (5)

注注注 3 公式(4)是用Lyapunov方法设计FT控制器时最

基本的判据,在其基础之上,还有诸如快速 FTS判据[12]:

V̇ (x) 6 −αV (x)p − βV (x),以及固定时间稳定判据[13]:

V̇ (x)6 −αV (x)p − βV (x)g等等,其中β和g为正常数,且满

足g > 1. 本文主要从设计思路角度综述现有的FT控制方法,

虽然不同Lyapunov判据对应的控制器结构不同,但不同判据

对应的设计思路往往是相同的. 设计思路多达十几种,而判

据也有将近10种,如果针对每个判据都综述其对应的控制方

法,显然工作量是巨大且重复的. 因此,后文将仅基于式(4)这

种最基本的FTS判据,主要介绍FT控制的设计思路.

2.1.2 基基基本本本判判判据据据之之之齐齐齐次次次稳稳稳定定定定定定理理理

引引引理理理 2 [14](齐次度定义)

a)系统齐次度定义:若系统(3)对∀ε > 0,满足

fi(ε
r1x1, · · · , εrnxn) = εk+rifi(x),

其中: ri ∈ R+, i = 1, 2, · · · , n, k ∈ R,则称系统 (3)
关于扩张向量(r1, · · · , rn)具有齐次度k.

b)标量齐次度定义:若标量函数V (x),对∀ε > 0,
满足

V (εr1x1, · · · , εrnxn) = εσV (x),

其中: x(t)∈Rn, ri ∈ R+, i = 1, 2, · · · , n, σ ∈ R,则
称V (x)关于扩张向量(r1, · · · , rn)具有齐次度σ.

引引引理理理 3 [15](基于齐次理论的FTS定理) 如果系

统(3)为渐近稳定且f(x(t))具有负的齐次度,则系统
(3)为FTS.

引引引理理理 4 [9](基于齐次扩展的FTS定理) 如果系

统(3)中f(x(t))可写成

f(x(t))=f1(x(t))+f2(x(t))

形式,并满足以下两个条件:

a)系统(3)的子系统ẋ(t) = f 1(x(t))为FTS.

b)对任意x ̸= 0, f 2(x(t))满足

lim
ε→0

f2i(ε
r1x1, · · · , εrnxn)

εk+ri
=0, i=1, 2, · · · , n, (6)

其中(r1, · · ·, rn)和k分别为关于系统ẋ(t)=f1(x(t))

的扩张向量和齐次度,则系统(3)为局部FTS.

引引引理理理 5 [16] 如果系统(3)为全局渐近稳定,又为
局部FTS,则系统为全局FTS.

引引引理理理 6 [17](齐次反推Lyapunov定理) 若系统(3)
关于(r1, r2, · · · , rn), ri > 0, i = 1, 2, · · · , n,具有负
的齐次度k,则一定存在正常数c和具有正齐次度σ >

max{r1, r2, · · · , rn}的一阶可导正定函数V (x),满
足

V̇ (x) 6 −cV (x)
(σ+k)/σ

. (7)

2.2 二二二阶阶阶系系系统统统模模模型型型

引言中解释了,从一般性和基础性的角度出发,本
文选择二阶系统研究FT控制.所以本文研究如下二阶
系统: {

ẋ1 = x2,

ẋ2 = h(x1)u+ f(x),
(8)

其中: x1和x2为系统状态; u为待设计的控制输入;
x = [x1 x2]

T; f(x)为关于x1和x2的已知函数且无奇

异; h(x1)表示关于x1的已知函数,且h(x1)
−1
无奇异.

当考虑外界干扰或模型不确定性时,系统(8)在大多情
况下可写成如下具有扰动的形式:{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = h(x1)u+ f(x) + d,
(9)

其中d为有界的随机扰动.

一般来说,只有FT控制能实现系统(8)为FTS,而
当考虑扰动时,连续的FT控制和线性控制(如PID控
制)都只能实现受扰动系统(9)的状态在FT内收敛并稳
定在平衡点附近的邻域内.明显不能称PID控制为FT
控制,因此,判断一种控制方法是否为FT控制,应当考
察其是否能实现系统(8)为FTS.定义1中对FTS的严格
定义也可说明此点. 所以文本后面将针对精准系统(8)
分析各种控制方法的稳定性,以进一步考察其是否为
严格意义的FT控制.此外,虽然所有闭环控制方法都
对扰动具有抑制能力,但并非所有控制方法都能对受
扰动系统(如系统(9))进行稳定性分析,比如齐次FT控
制和齐次滤波控制等. 所以在叙述某种控制方法优缺
点时,会讨论其能否分析受扰动系统(9)的稳定性,具
体请见后文.
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注注注 4 由于系统(8)没有考虑诸如干扰、不确定性、执

行机构故障或饱和、通信噪声或延迟等复杂情况,所以其显

然具备基础性. 虽然现如今控制研究的模型越来越复杂,但

系统模型越复杂,其所对应的研究学者往往也越少. 本文作

为一篇综述文章,想要更多学者系统性的了解FT控制方法,

因此选择最基本且典型的系统(8)作为被控对象进行稳定性

分析.此外,系统(8)也具有一般性,航天器姿态[18]或位置[19]

控制、船舶控制[20]、四旋翼控制[21]、机械臂控制[22]等系统的

标称数学模型,一般都可以通过坐标变换写成式(8)的形式.

系统(8)具备基础性和一般性,这也表明本篇综述选择系统

(8)作为统一被控对象是合适的.

3 有有有限限限时时时间间间状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制方方方法法法

针对系统(8)的FT状态反馈控制指的是利用x1和

x2信息设计控制器,且能实现系统为FTS.一般证明系
统稳定的逆过程,即为控制器的设计过程. 因此,从
FTS证明的角度,可将FT状态反馈控制分为基于终端
滑模、基于反步法、基于加幂积分函数、基于齐次理

论、基于微分包含概念,共5大种控制方法.

3.1 基基基于于于滑滑滑模模模的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

滑模控制设计的核心思路通常分为两步,先设计
滑模面以保证系统状态能沿滑模面收敛到平衡点,再
设计控制器以保证系统状态能维持在滑模面上. 滑模
控制方法本身具有良好的抗干扰能力和鲁棒性能,在
其控制器结构中增加指数参数,能进一步提高控制性
能.一般把具备FTS特性和指数参数的滑模称为终端
滑模. 标准终端滑模控制具有控制器奇异的问题,为
解决该问题,二十多年来众多非奇异的方法被先后提
出,下面将逐一介绍. 此外,虽然终端滑模被广泛研究
和应用,其具有可对受扰动系统进行稳定性分析以及
参数选取范围大等优点,但其“控制奇异与收敛时间
矛盾性”的问题,目前仍未得到圆满解决,是其未来的
研究方向.在下面的介绍中将逐一展示该问题.

3.1.1 基基基于于于有有有限限限时时时间间间趋趋趋近近近律律律的的的普普普通通通滑滑滑模模模控控控制制制

线性滑模是滑模控制中应用最广泛和最基础的一

种滑模面,针对系统(8)设计的线性滑模

s = x2 + k1x1, (10)

如选用FT趋近律ṡ = −k2sig(s)p2 ,则控制器可设计
为

u = h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2 − k1x2 − f(x)). (11)

选择候选Lyapunov函数V = s2,可得到

V̇ = −2k2V
(1+p2)/2, (12)

上式符合引理1中的充分条件(4),因此可知系统状态
在FT内收敛到滑模面s = 0上. 但因为滑模是线性的,
所以在滑行阶段, x1和x2沿着s = 0是渐近收敛的,即
理论上,系统是渐近稳定的,系统状态收敛到平衡点

的时间是无穷的,所以控制器(11)是渐近控制而非FT
控制.

文献[23–27]利用线性滑模(10)和FT趋近律设计
了类似式(11)的非光滑控制器,虽然这类文献的名称
中含有“有限时间控制”,但因状态最终是渐近收敛
的,严格来说,这类控制方法不能称为FT控制.文献
[28–29]同样基于线性滑模(10)设计了控制器,并解释
状态能在FT内收敛到平衡点附近,且称之为FT控制.
但考虑到渐近/线性控制(如PID控制)也能实现状态
FT内收敛到平衡点附近,因此不能依此区分FT控制
和渐近控制.当仅考虑系统精确模型时,这些控制方
法并不能实现系统为FTS,所以严格来说,所有基于线
性滑模(10)的研究都不应称为FT控制或FTS.

3.1.2 基基基于于于标标标准准准终终终端端端滑滑滑模模模的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

线性滑模(10)在滑行阶段是渐近收敛而非FT收敛,
早期文献[30]在其基础上,通过引入指数参数p1构造

的标准终端滑模 (standard terminal sliding mode, ST-
SM)

s = x2 + k1sig(x1)
p1 , (13)

能保证状态x1和x2沿滑模面s = 0是FT收敛的,对
STSM(13)求导得

ṡ = h(x1)u+ f(x) + k1p1|x1|p1−1x2.

选用FT趋近律ṡ = −k2sig(s)p2 ,则可设计STSM控制
器

u=h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2− k1p1|x1|p1−1x2 − f(x)).

(14)

选择候选Lyapunov函数V = s2,即可得到与第
3.1.1小节相同的式(12),进而可知闭环控制系统(8)和
(14)是FTS的.

滑模(13)和控制器(14)虽被广泛地应用在众多研
究成果中,如文献[31–40],但该方法存在奇异问题.
定义两个区域: A1={x : x1<0 ∩ s>0}和A2={x :

x1 > 0 ∩ s > 0},可用图1解释该奇异问题.从图中可
见,当系统初始状态在A1区域时,状态向滑模面收敛
过程必然要经过纵轴x1 = 0,而控制器(14)中x1的指

数参数是负值,这导致在x1 = 0附近区域,期望的控
制输入会变得非常大甚至达到无穷,这显然超出了执
行机构的物理约束,该问题即是著名的终端滑模控制
的奇异问题.为解决此问题,在终端滑模控制发展的
二十多年里,许多避免奇异的方法被相继提出,后面
几个小节将逐一进行阐述.

注注注 5 文献[41]指出,参数p1如满足p1 ∈ [0.5, 1),则在

滑模面s = 0上可避免奇异问题,之后该解释也被用于诸多研

究成果中[42–46]. 但该解释仅适用于状态平衡点及滑模面上,

而从图1可见,奇异问题主要发生在非滑模面上,此外,文献
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[42]进一步强调当s ̸= 0时状态应远离纵轴x1 = 0以避免奇

异,但从图1可见,如状态初始时在A1区域,则必然要经过纵

轴,因此仅约束p1取值范围并不能解决控制器(14)的奇异问

题.

1

2

2

1

1

2

﹤0

﹥0

= 0

图 1 s > 0时,控制器(13)–(14)驱动下系统(8)的轨迹相位图

Fig. 1 The phase plot of system (8) and controller (13)–(14)
if s > 0

3.1.3 避避避免免免奇奇奇异异异问问问题题题的的的几几几种种种典典典型型型终终终端端端滑滑滑模模模控控控制制制

1)基于经典非奇异终端滑模的有限时间控制.

在众多解决终端滑模奇异问题方法中,文献[47]
提出的方法被应用和引用最多,因此称之为经典非奇
异终端滑模(classical nonsingular terminal sliding mo-
de, CNTSM)控制,下面对该方法进行介绍和分析.
CNTSM的构造如下:

s = x1 + k1sig(x2)
g
. (15)

不难得证,在滑行阶段即s = 0时,状态x1和x2是FT
收敛的. 在CNTSM基础上可设计无奇异的FT控制器

u=h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2−(gk1)

−1|x2|2−g−f(x)).

(16)

选择候选Lyapunov函数V = s2,对其求导得

V̇ = −k(x2)V
(1+p2)/2, (17)

其中k(x2) = 2gk1k2|x2|g−1. 注意引理1的式(4)中的
α为常数,而式(17)中k(x2)为变量,因此不能直接用
式(17)证明s为FT收敛并求收敛时间. 第3.1.2小节图1
中去掉b点奇异,则图1也可表示本小节CNTSM控制
下的系统轨迹图. 用图1解释文献[47]的思路是,把
a1 → b → a2 → c → d这一到达阶段过程分为x2 =

0和x2 ̸= 0两个部分,分别证明前一部分即c点为非吸

引点,后一部分为FTS.具体如下.

情情情况况况 a 当x2 = 0时,由ẋ2 = −k2sig(x1)
p
可知,

在到达阶段, x2 = 0情况并非状态的吸引区,所以在
s ̸= 0阶段系统状态会经过x2 = 0并继续向s = 0收

敛.

情情情 况况况 b 当 x2 ̸= 0 时,定 义 正 常 数 kmin =

min{k(x2)},得

V̇ 6 −kminV
(1+p2)/2. (18)

再利用引理1可知s为FT收敛,且s的收敛时间满足

T 6 2V
(1−p2)/2
0 /((1− p2)kmin). (19)

以上CNTSM控制的稳定分析思路虽被广泛应用
到众多研究中[48–57],但这些研究分析过程中定义的
kmin都具有一定的保守性. 注意kmin与|x2|正相关,从
图1的a2 → c → d阶段可看出, x2轨迹是会经过0的.
所以不存在正常数的kmin值, kmin值应为|x2|的下确
界,即为0. 该保守性出现的原因,也可概述为:在情况
b中,经过0的正变量|x2|不存在正的最小值kmin. 如果
把kmin = 0代入到式(18)或式(19)中,则会得到渐近
稳定和收敛时间上界无穷大的非FTS结论.这就是前
面提到的终端滑模所具有的“控制奇异与收敛时间矛

盾性”的问题:控制器(16)虽避免了奇异,但其给出的
收敛时间上界的表达式(19)却是无界的.

此外,许多研究如文献[58–67],在式(17)基础上直
接应用引理1的判据(4)得收敛时间的上界为

T 6 2

(1− p2)k(x2)
V

(1−p2)/2
0 . (20)

注意到判据(4)中α为常数,而k(x2)是非常数,因此,
从式(17)直接得到式(20)的结论不是非常严谨的.

值得肯定的是,很多研究如文献[68–77],认识到
前文kmin以及式(20)的保守性,因此在式(17)基础上,
放弃计算收敛时间上界的表达式,而只解释闭环系统
为FTS,从而一定程度上保证了研究的严谨性. 但针
对CNTSM如何设计FT控制器并给出收敛时间上界,
已引起一些学者的兴趣,并取得了进一步的研究成果,
这将在下节进行介绍.

注注注 6 值得一提的是, CNTSM最早是学者冯勇和余星

火在文献[78–80]中提出的,且作者在这几篇研究中提到,可

通过在控制器(16)中加入变结构项来计算时间上界. 这种方

法确实可解决文献[47]中收敛时间上界(19)过于保守的问题,

也解决了“奇异与有限时间的矛盾性”. 但这种方法仅在少数

文献中被应用,如文献[81],并未受到足够的重视.此外,后文

提到的一些连续的控制方法(如加幂积分控制),其控制器既

无奇异问题,又能计算状态收敛时间上界,而文献[78–80]却

需要引入非连续的变结构项才达到同样的效果,相比之下,可

能没有抖振风险的连续控制方法更具有一些优势. 值得一提

的是,目前许多学者们都普遍认可闭环系统(8)(16)为FTS,怎

样在不改变控制器(16)结构的前提下,严谨的计算其收敛时

间上界,是一个值得公开的挑战性的问题.

2)基于正弦函数法的终端滑模控制.

学者左宗玉[82–83]在研究固定时间控制时,为解决
第 3.1.2小节中连续CNTSM控制的保守性问题,在
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CNTSM(15)基础上,提出一种基于切换函数的FT控
制方法,因切换函数中显式含有正弦函数,所以本文
称之为正弦函数法. 这种方法可认为是在控制器(16)
基础上进行如下改造:

u=h(x1)
−1
(−k2µ(x2)|x2|1−gsig(s)p2−j(x)), (21)

j(x) = sig(x2)
2−g

g−1k−1
1 + f(x),

µ(x2) =

{
sin(0.5π|x2|g−1/ε), |x2|g−1

< ε,

1, 其他,
(22)

其中滑模变量 s依旧为式 (15)的CNTSM.因g ∈ (1,

2),控制器中看似含有奇异项µ(x2)|x2|1−g,但随着
x2 → 0,极限 lim

x2→0
µ(x2)|x2|1−g

= 0.5π/ε成立. 所以

控制器(21)在x2 = 0点上不存在奇异问题.

为更清晰地阐述系统稳定性,以s > 0情况为例,
绘制此种方法的轨迹相位图如图2所示,并定义以下
区域:

A = {x : |x2|g−1 > ε ∩ s > 0},
B = {x : |x2|g−1 < ε},
B1 = {x : x2 > 0 ∩B}, B2 = {x : x2 < 0 ∩B}.

{ 12
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1

1
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﹤0

﹥0

= 0

图 2 s > 0时,控制器(21)–(22)驱动下系统(8)的轨迹相位图

Fig. 2 The phase plot of system (8) and controller (21)–(22)
if s > 0

下面简单分析系统稳定性. 选择候选Lyapunov函
数V = s2,对其求导并分类讨论可得

情情情况况况 a 当|x2|g−1 > ε时,有

V̇ = −2k1k2gV
(1+p2)/2.

可知 s在此种情况中为 FT收敛,其对应图 2中a1 →
a2 → b1段与b2 → d段,且在这两段的收敛时间满足

T1 6 V
(1−p2)/2
0 /((1− p2)k1k2g).

情情情况况况 b 当|x2|g−1
< ε时,有

V̇ = −2k1k2g sin(0.5π|x2|g−1/ε)V (1+p2)/2. (23)

此时虽不能判断系统为FT收敛,但可知s是收敛的,即
当系统状态在图2的B1区和B2区时,其能顺着图中轨

迹向 b2方向离开B区. 当状态在x2 = 0这一特殊点

时,把控制器 (21)代入到系统 (8)可知极限 lim
x2→0

ẋ2 =

−0.5k2πsig(x1)
p2 /ε成立,所以c点不是吸引点,状态

会从B1区经过c点向B2区移动.根据式(23)可知,在B

区, s是收敛的,考虑到b2处s ̸= 0,所以b1 → c → b2
阶段的收敛时间必然是有界的.

综合以上两种情况可说明,基于正弦函数法的FT
控制器(21)能实现系统(8)为FTS,且滑模变量的到达
时间满足T 6T1+ϑ,其中ϑ表示未知且有界的正常数.

在第3.1.2小节CNTSM控制基础上,本小节介绍的
FT正弦函数法控制的主要贡献是: 通过在控制器中引
入切换函数µ(x2),从理论上给出了更为严谨的系统
收敛时间上界. 正是因此,在该方法被提出之后,受到
很多学者的关注,并用在许多研究成果中,比如文献
[84–93]. 文献[84–88]给出的收敛时间上界如前文一
样,其中存在某个未知正常数ϑ. 而文献[89–93]通过
引入变结构项k3sgn(s),如注6所述,尝试估计状态穿
越B区所需的时间上界,但该估计结果仅适用于阈值
ε充分小的情况.

本小节介绍的方法也存在“控制奇异与收敛时间

矛盾性”问题.首先,如果阈值参数ε选取的够大,则控
制器(21)能很好的避免奇异问题,但这会导致B区范

围增大,从而状态穿越B 区的未知时间ϑ也增大.虽然
证明收敛时间有界是该方法的主要贡献,但如何计算
穿越B区时间上界仍值得进一步研究.其次,如果ε选

取的足够小,则状态穿越B区时间可忽略,或可用文
献[89–93]的方法估算B区时间上界,但过小的ε可能

会引发“近乎奇异”问题.如果ε值远小于1,则当状态
在A区且靠近b1或b2点时,控制器中µ(x2)值为 1,而
|x2|1−g项会随着ε取值接近于0而变的非常大,甚至近
乎接近于无穷,因此称之为“近乎奇异”问题.最后,
综合以上两者情况可知, ε值过大会导致收敛时间上
界保守性较大,而ε值过小则会导致控制器输出在某

点处陡然增大即产生“近乎奇异”现象.

注注注 7 文献[82–93]中大部分都通过引入的变结构项

k3sgn(s),来加速状态在B区的穿越速度.如果状态穿越B区

速度不够快,则其容易在图2中的e → o段到达滑模面,由式

(23)可知很难证明此到达阶段为FTS,如果此阶段为渐近稳

定,则会导致状态在B区收敛到滑模面的时间是趋于无穷的.

此外,文献[89–93]在计算穿越B区时间上界时,用c点特性

来代表整个B区,是具有一定的保守性的. 而全面分析B区中

x2的运动趋势,以s > 0为例, B1区的穿越时间上界是可计算

的,但在B2区,因ẋ2中存在发散项−sig(x2)
2−g/k1g,妨碍对

状态轨迹和收敛时间的进一步分析.总之,如何严谨的分析状

态在B区的收敛情况,仍值得进一步的研究.

3)基于饱和函数法的终端滑模控制.

STSM控制早期研究学者及CNTSM控制提出者
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冯勇和余星火,为了避免奇异问题,引入饱和函数,在
第3.1.2小节基础上,对控制器(14)进行如下改造[94]:

u = h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2 − sat(uf)− f(x)), (24)

uf = k1p1|x1|p1−1x2,

sat(uf) =

{
uf , |uf | 6 ε−1,

ε−1sign(x2), |uf | > ε−1,

其中: 滑模变量s为式(13)的STSM,阈值参数ε为前文

所述的小正常数. 在奇异项k1p1|x1|p1−1x2上套用饱

和函数限制其幅值,这种避免奇异的方法直接且有效,
因控制器中显式含有饱和函数,所以本文称之为饱和
函数法. 为方便后文分析,以s > 0为例,绘制系统轨
迹相位图如下图3所示,并定义以下区域:

A = {x : s > 0 ∩ |uf | 6 ε−1},
A1 = {x : x1 < 0 ∩A}, A2 = {x : x1 > 0 ∩A},
B = {x : x2 > 0 ∩ |uf | > ε−1},
C = {x : x2 < 0 ∩ |uf | > ε−1}.
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图 3 s > 0时,控制器(24)驱动下系统(8)的轨迹相位图

Fig. 3 The phase plot of system (8) and controller (24) if
s > 0

以s > 0为例. 当状态在A1或A2区域时,即奇异项
uf在阈值ε−1范围内,控制器(24)亦为控制器(14),根
据第3.1.2小节分析可知,此时系统为 FTS,所以状态
会在FT内收敛到B区域或滑模面上,可根据式(12)求
收敛时间上界. 当状态进入或处在B区域时,即奇异
项超出阈值,饱和函数强制其输出为ε−1sign(x2)以避

免奇异时,分析x2运动趋势可得 ẋ2 = −k2sig(s)p2−
ε−1sign(x2),其表明在图3的B区内,状态是向下收敛
的. 再结合ẋ1 = x2或相位图特性可知,状态在图3的
B区时,其会向右下方且内螺旋的方向运动,并在有
界时间ϑ内离开B 区进入A2区,其中ϑ为未知正常数.

利用饱和函数限制奇异项的输出,是仿真或实践
中常用的方法,而文献[94]的主要贡献是从理论上给

出了这种饱和函数法的稳定性分析.在这之后,饱和
函数法被应用到许多理论研究中,如文献[95–102].

然而与上小节正弦函数法相似,饱和函数方法也
体现了“控制奇异与收敛时间矛盾性”问题.首先,如
果阈值参数ε选取越大,则阈值ε−1越小,进而B区范

围越大,这会导致穿越B区的未知时间上界ϑ增大.其
次,如果阈值参数ε选取的越小,则阈值ε−1越大,虽然
B区范围会越小,但在A区靠近b1或b2处越容易出现

“近乎奇异”问题(即控制输出非常大但没有达到无穷).
因此可见,如果扩大B区范围来减弱“近乎奇异”现象,
就会导致未知穿越时间上界ϑ变大,而减小B区范围

来缩短未知的穿越时间,则可能会导致“近乎奇异”问
题,所以该方法也具有奇异与时间的矛盾性问题.

注注注 8 上文在B区进行稳定性分析时,是以B区和s 6
0无交集为前提条件的,该前提条件暗含着阈值参数ε应存在

某个未知的上界,下面进行解释. 根据上文x2在B区的运动

趋势可知,系统状态能穿越B区的前提条件为s > 0. 但如果

ε值太大,则会导致B区范围变大,进而和s 6 0区域产生交集,

设此交集为Bs60,类似的,设C区和s > 0区域产生交集为

Cs>0. 当状态在Bs60或Cs>0中时,由ẋ2和ṡ导数可知,既难

以证明状态穿越该区域,亦难以证明状态能向滑模面收敛,即

状态在这两个区域时可能会发散.由此可知,为了避免产生发

散区域Bs60和Cs>0, ε的取值应尽量小,又为了避免产生“近

乎奇异”现象, ε的取值应尽量大,如何从理论上进一步给出

ε选值的明确约束范围值得做进一步的研究.

4)基于滑模替换法的终端滑模控制.

学者王良勇和柴天佑在文献[103]中提出一种近
十年被应用最广泛的解决控制奇异的方法,该方法在
第3.1.2小节STSM控制(14)基础上,在x1 = 0附近容

易产生奇异问题区域,用无奇异的渐近滑模替换有奇
异的终端滑模(13)以避免奇异,因此本文称之为滑模
替换法,下面进行简单介绍.

滑模替换法采用的滑模包含FT滑模和渐近滑模,
其具体形式如下:

s =

{
sFT, sFT ̸= 0且|x1| > ε或sFT = 0,

sAS, sFT ̸= 0且|x1| < ε,
(25)

sFT = x2 + k1sig(x1)
p1 , sAS = l1x1 + l2sig(x1)

2
,

其中sFT为FT滑模,当状态维持在sFT=0时,能在FT内
收敛到平衡点,而 sAS为渐近滑模,当状态维持在
sAS = 0时,能渐近的收敛到平衡点,即收敛时间是无
穷的. sFT和sAS定义式中的控制参数需满足l1 = (2−
p1)ε

p1−1, l2 = (p1 − 1)εp1−2和p1 ∈ (0.5, 1),而阈值
参数ε为小的正常数. 值得一提的是,渐近滑模sAS的

形式及其参数l1和l2的约束形式,是为了满足在切换
点时s连续且ṡ也连续而设计出来的. 基于切换滑模
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(25)设计的FT控制器如下:

u = h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2 − k1x2µ(x1)− f(x)),

(26)

µ(x1)=

{
p1|x1|p1−1, sFT ̸= 0且|x1|>ε或sFT=0,

l1+2l2|x1|, sFT ̸=0且|x1|<ε.

(27)

有奇异的STSM控制器(14)在x1 = 0处可能会奇

异,而控制器(26)在x1 = 0的附近的|x1| < ε区域内,
奇异项 p1|x1|p1−1切换成非奇异项 l1 + 2l2|x1|,因此
避免了奇异.为方便后文分析,以 s > 0为例,绘制系
统轨迹相位图如图 4所示,并定义区域: B = {x :

|x1| < ε ∩ sFT ̸= 0}, B1 = {x : x1 < 0 ∩ B}, B2 =

{x : x1 > 0 ∩B}.

2

1 2

1

2

1

1

2

3

﹥0
FT

﹤0
FT

= 0
FT

= 0
FT

= 0
AS

= 0
AS

图 4 s > 0时,控制器(26)驱动下系统(8)的轨迹相位图

Fig. 4 The phase plot of system (8) and controller (26) if
s > 0

滑模替换法稳定性分析过程相对简单,下面进行
简单的介绍. 选择候选Lyapunov函数V = s2,对其求
导并代入控制器(26)即可得V̇ = −2k2V

(1+p2)/2,由引
理1中判据(4)可知, s能在FT内收敛到s = 0. 如果阈
值参数 ε选取的足够小,则状态能在收敛并维持在
sFT = 0上,比如沿着图4中b1 → c → d1的轨迹收敛

到sFT = 0上,然后由sFT = 0特性可证明状态会沿着

d1 → e → 0轨迹FT内收敛到平衡点.

滑模替换法在被提出后,收到相关学者的广泛关
注和大量应用,比如文献[104–122]. 然而与前两小节
相似,该方法也体现了终端滑模的“控制奇异与收敛
时间矛盾性”问题.首先,如果阈值ε选取的不足够小,
则状态可能沿着图4中的b1 → c → d2或b1 → b2 →
d3轨迹收敛到渐近滑模面sAS = 0上,而非sFT = 0上.
当状态维持在sAS = 0上时,则其只会渐近的收敛到
平衡点,即收敛时间不再是有限的. 其次,如果阈值

ε选取的非常小,则在非B区但靠近B区的位置上,比
如图4中的c点,控制器的输出会发生“近乎奇异”现
象.因此可见,如果扩大B区范围以减弱“近乎奇异”

现象,则可能会导致系统为非有限时间稳定,而如果
缩小B区范围而让系统收敛时间有限,则可能会导致
“近乎奇异”现象,所以该方法存在“奇异与时间的矛
盾性”.

注注注 9 文献[123]在切换滑模(25)和控制器中切换函
数(27)基础上,其它保持不变,而对切换条件进行如下简化:

s =

{
sFT, |x1| > ε,

sAS, |x1| < ε,
,

µ(x1) =

{
p1|x1|p1−1, |x1| > ε,

l1 + 2l2|x1|, |x1| < ε.

(28)

在本文中称该方法为简易滑模替换法. 之后该方
法被应用到诸如文献[124–132]等理论研究中. 如果
阈值ε足够小,则滑模替换法(25)–(27)最终能驱使状
态沿sFT = 0有限时间内收敛到平衡点. 然而在简易
滑模替换法的控制下,无论阈值ε是大还是小,系统状
态最终只能沿着渐近滑模面sAS = 0收敛,如图4轨迹
b1 → c → d1 → e → d2 → d3 → o,即系统的收敛
时间是无穷的. 因此,简易滑模替换方法虽然具有大
部分FT控制的优良特性,但从严格 FTS定义的角度
(定义1),不能算作严格意义下的有限时间控制方法.

5)其它处理奇异问题的方法.

除了前4小节介绍的4种应用比较广泛的解决终端
滑模控制奇异方法外,还有3种应用相对较少但比较
具有代表性的方法. 这3种方法都是基于STSM(13),
且针对系统(8)设计的控制器皆为如下形式:

u=h(x1)
−1
(−k2sig(s)p2−k1x2µ(x1)−f(x)), (29)

其中控制参数如前文所述,而切换函数µ(x1)的形式

在下面给出.下面逐一进行介绍.

a)奇异点替换法.

针对STSM控制器(14)在x1 = 0点奇异问题,这类
方法在式(14)基础上,通过引入µ(x1)设计如式(29)形
式的控制器,其中切换函数µ(x1)作用是当p1|x1|p1−1

发生奇异时,用某个正常数或0替代该项,因此避免奇
异.如文献[133–135]用正常数替代奇异项,设计如下
µ(x1):

µ(x1) =

{
p1|x1|p1−1, x1 ̸= 0,

p1|ε|p1−1, x1 = 0.
(30)

再如文献[136–137]用0替代奇异项,设计如下µ(x1):

µ(x1) =

{
p1|x1|p1−1, x1 ̸= 0,

0, x1 = 0.

以上两种形式的µ(x1)虽能在x1 = 0处避免控制器奇

异,但忽略了状态在x1 = 0附近时的“近乎奇异”问
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题,即控制器在x1 = 0附近依然会产生很大的输出量.
因此,这种方法并没有真正的解决终端滑模控制的输
出过大的问题.

b)边界层法.

这种方法注意到上类方法的问题,进一步考虑了
x1 = 0附近的“近乎奇异”问题,因此在x1 = 0附近

定义了一个边界层|x1| = ε,再根据边界层用常数或
线性变量替代奇异项.如文献[138]用正常数替代奇异
项,设计如下µ(x1):

µ(x1) =

{
p1|x1|p1−1, |x1| > ε,

p1|ε|p1−1, |x1| < ε.
(31)

再如文献 [139]用线性变量替代奇异项,设计如下
µ(x1):

µ(x1) =

{
p1|x1|p1−1, |x1| > ε,

p1ε
p1−2|x1|, |x1| < ε.

这类方法在后文介绍的FT反步法中应用的比较多. 这
类方法的µ(x1)也可用饱和函数sat(·)表示,进而得到
类似前文饱和函数法控制(24)的形式. 但应注意两者
的区别,前文饱和函数法是有完整的稳定性分析,而
这类方法目前没有对应的稳定性分析,而仅在备注或
仿真中提到,因此称这类方法为边界层法加以区分.

c)自定义滑模变量导数法.

STSM控制器(14)奇异的原因在于对STSM(13)求
导得

ṡ = h(x1)u+ f(x) + k1p1|x1|p1−1x2, (32)

上式产生了奇异项|x1|p1−1x2,因此需要在控制器(14)
中加入该奇异项的负值以保证系统的稳定性. 文献
[140]在解决奇异问题时,把ṡ写成如下形式:

ṡ = h(x1)u+ f(x) + k1p1µ(x1)x2, (33)

其中切换函数µ(x1)设计如下:

µ(x1) =

{
|x1|p1−1, |x1| > ε,

|ε|p1−1, |x1| < ε.

这样可设计控制器如式(29)的形式. 其稳定性证明非
常简单,仅需选择候选Lyapunov函数V = s2,对其求
导并代入控制器(29)便可得到V̇ = −2k2V

(1+p2)/2,利
用引理1可证明系统为FTS.之后该方法被用在许多研
究中,比如文献[141–147].

然而该方法的设计和分析过程不能算是非常严谨

的,原因在于ṡ的形式应为式(32)所示,对变量求导应
遵循严格的数学定律,而不能自定义的写成式(33)的
形式. 如果确定采用式(13)形式的滑模变量s,严格地
说, ṡ的形式也就随之固定了(如式(32)),设计者只能
通过控制器u以改变ṡ,而不能通过改变数学规律或提
出假设来改变ṡ(如式(33)).

注注注 10 这里再讨论下终端滑模控制的收敛时间. 系
统(8)在第3.1.2和第3.1.3小节中各种终端滑模控制驱动下,其
收敛时间分为两部分: s → 0阶段的到达时间和在滑模面上

s ≡ 0时, x1 →0及x2 → 0阶段的滑行时间,且这两段时间一
般是分开计算的. 前文论述“奇异与时间的矛盾性”时解释了
一些控制方法在计算这两段时间的保守性,此外还应注意到,
上文STSM(13)或CNTSM(15)的滑行时间上界可以利用引理
1中式(5)来表达,但不可预计算.根据引理1,计算收敛时间上
界需要知道状态初值,而滑行阶段的初值为状态到达滑模面
时对应的状态值.系统运行之前,滑行阶段的初值一般是很难
预知的,所以STSM和CNTSM的滑行时间上界只能给出理论
上的表达式而不能实际用于估算系统的时间上界. 值得一提
的是,后文将介绍的标准反步FT控制以及加幂积分控制没有
对收敛时间进行分段,因此已知的系统初值可用来计算系统
的收敛时间上界. 相比之下,一些终端滑模控制对轨迹进行
分段处理,虽简化了设计问题,但在计算滑行时间上界时具有
一点保守性.

3.2 基基基于于于反反反步步步法法法的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

反步法作为控制方法中的基本方法,也用在FT控
制的设计中. 针对系统(8)的反步控制方法的设计思路
主要分为两步,首先针对ẋ1 = x2设计虚拟控制x2d,
使得x2 ≡ x2d时有x1向0收敛;再设计控制器u,使得
x2向x2d收敛. 由此可见,对系统(8)的反步FT控制与
终端滑模控制在核心设计思路上非常相似,故也存
在“控制奇异与收敛时间矛盾性”的问题,将在下面进
行介绍.

3.2.1 标标标准准准反反反步步步有有有限限限时时时间间间控控控制制制

与前文STSM(13)的构造原理相似,可知最标准且
简单的FT虚拟控制x2d可选择为如下形式:

x2d = −k1sig(x1)
p1 , (34)

在其基础上可设计反步FT控制器为如下形式:

u= h(x1)
−1
(−k2sig(e)p1 −

k1p|x1|p1−1x2 − x1 − f(x)), (35)

其中误差e , x2 − x2d. 虚拟控制x2d的设计初衷是:
如果x2≡ x2d,则依据ẋ1=x2和引理1可得x1为FT收
敛. 定义误差e的目的是为了把x2向x2d收敛问题转化

为e向0收敛问题,以方便后续Lyapunov稳定性分析.

其证明过程相对简单,先选择候选Lyapunov函数
为V = x2

1 + e2,然后对其求导并代入控制器(35)可
得V̇ 6−2min(k1, k2)V

(1+p1)/2,最后由引理1可知x1

和e能在在FT内收敛到0. 注意当x1 = 0且e = 0时即

表示x2 = 0,因此闭环系统(8)(35)为FTS.

标准反步FT控制因其思路明确,设计过程简单,
受到广泛关注和应用. 虽然这种方法能保证闭环系统
为严谨的FTS,且能给出完整的系统收敛时间上界,但
不难发现,如果按以上标准流程设计反步FT控制,
则幂项 |x1|p1−1x2会导致控制奇异问题,如文献
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[148–156]. 因此该方法存在“控制奇异与收敛时间的
矛盾性”.

3.2.2 基基基于于于积积积分分分滑滑滑模模模的的的反反反步步步有有有限限限时时时间间间控控控制制制

积分滑模能与多种控制方法结合,本小节介绍基
于积分滑模的反步FT控制,针对系统(8),其控制器形
式如下:

u= h(x1)
−1
(−k4sig(s2)

p4 + ẋ2d −
k3sig(e)p3 − f(x)), (36)

其中s2, x2d, e的定义如下:

s2 , e+ k3
w t

0
sig(e)p3dt, e , x2 − x2d,

x2d , −k2sig(s1)
p2 − k1sig(x1)

p1 ,

s1 , x1 + k1
w t

0
sig(x1)

p1 dt,

上式设计积分终端滑模s1的目的是把x1的收敛问题

转化为s1的收敛问题,设计虚拟控制x2d的目的是保

证当x2≡ x2d时s1为FT收敛,设计s2的目的是把x2→
x2d问题转化为s2 → 0问题,最后控制器(36)的作用
是实现s2为FT收敛.

已知上述设计原理,再对控制器(36)进行稳定性
分析则很容易. 定义V2 = s22,对其求导并代入控制器
(36)可证在FT后s2 ≡ 0,进而可得ṡ2 ≡ 0,将其代入s2
定义式的导数中并利用引理1可得FT后e≡0,即x2≡
x2d. 定义V1 = s21,对其求导并代入x2d表达式可证FT
后s1 ≡ 0,进而可得ṡ1 ≡ 0,将其代入s1定义式的导数

中并利用引理1可得FT后x1 ≡ 0,且此时x2 ≡ 0,所
以闭环系统(8)(36)为FTS.

虽然基于积分滑模的反步FT控制可计算系统的收
敛时间上界,但该方法是有奇异问题的. 该奇异问题
主要体现在控制器(36)中含有ẋ2d,由x2d的定义式可

知, ẋ2d在s1 = 0或x1 = 0时,可能会产生奇异,进而
导致控制器的输入非常大,如文献[157–164]. 因此该
方法存在“控制奇异与收敛时间的矛盾性”.

注注注 11 这里讨论下控制器(36)中p2 = 0或p4 = 0时,
稳定性分析中的保守性. 一些文献利用该方法设计FT控制器
时,为了加强控制器对干扰的抑制能力,习惯设计p2 = 0或

p4 = 0,此时控制器(36)不再连续,且对应的幂项变成变结构
项k2sgn(s1)或k4sgn(s2). 当控制器中出现以上两项时,则
上文的稳定性分析方法有点不严谨,下面说明. 比如文献
[157–163]在控制器中用的是变结构项k4sgn(s2),在这些文
献中都考虑了干扰等不确定性,且可以证明FT后s2 = 0. 注
意当s2 = 0时,干扰不为0,且k4sgn(s2) ̸= 0,由此可知ṡ2 ̸=
0,因此前文的后续证明过程将不再成立,即证明不了e → 0.
所以这类文献中由s2 = 0直接得到ṡ2 = 0的结论具有一定的

保守性.

3.2.3 反反反步步步有有有限限限时时时间间间控控控制制制中中中的的的奇奇奇异异异问问问题题题

从第3.2.1小节可看出,反步控制和滑模控制在设

计的核心思路上有异曲同工之处,反步控制中x2向

x2d收敛的过程某种程度上可类比于滑模变量s的收

敛过程(即e类似于s),虽然两者的状态轨迹大不一样,
但在设计难点和控制问题上是相似的. 比如反步FT控
制器(35)与控制器(36)也都具有奇异问题,而为了解
决奇异问题,前文中介绍的许多终端换控制方法也可
用在反步FT控制上,比如文献[165–167]用注9中简易
滑模替换法的思路来设计反步FT控制器,文献[168]
用奇异点替换的方法(即式(30)),文献[169–173]用边
界层的方法(即式(31)),文献[174]用饱和函数法等等.
与终端滑模控制相似,反步FT控制具有可对受扰动系
统进行稳定性分析及参数选取范围大等优点,但控制
器(35)–(36)及这些避免奇异的方法,也都存在“奇异
与时间矛盾性”问题,如何解决该问题为其未来发展
方向.

值得一提的是,有些文献提出的反步FT控制方法,
既无控制奇异问题,又可给出收敛时间上界,表面上
不存在“奇异与时间矛盾性”问题,然而在稳定性分析
中都明示或暗示奇异项(如控制器(35)中的|x1|p1−1x2)
有界. 比如文献[175–176]中假设奇异项具有常数界,
再比如文献[177–178]中假设奇异项具有非奇异的变
量界. 还有些文献尝试用观测器等手段观测或估计奇
异项,比如文献[179–180]用干扰观测器对奇异项进
行观测,比如文献[181–184]用一阶或二阶滤波器观
测奇异项,比如文献[185–188]用模糊逻辑系统估计
奇异项,再比如文献[189–191]用神经网络估计奇异
项等,然而观测和估计并不应该是解决奇异的方法,
一方面这些观测或估计方法的稳定性前提需为奇异

项有界;另一方面对无穷量(即奇异项)的观测值或估
计值也应该是无穷量. 因此,假设奇异项有界的方法,
或对奇异项进行有界的观测或估计,都具有一定的保
守性,并没有真正的解决控制奇异问题.

3.3 基基基于于于加加加幂幂幂积积积分分分函函函数数数的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

第3.2.1小节提出的标准反步FT控制具有奇异问
题,为解决该问题,一种在稳定分析中使用了“加幂积
分函数”(形式如下文的式(40))的反步方法被设计出
来,一般称之为加幂积分控制方法. 加幂积分函数由
学者林威和钱春江在文献[192]中提出并用来设计渐
近稳定控制器,之后文献[193]中用该方法设计了FT
控制器. 该控制方法具有无奇异、收敛时间上界可求、
可对受扰动系统进行稳定性分析等诸多优点,下面进
行介绍.

3.3.1 加加加幂幂幂积积积分分分有有有限限限时时时间间间控控控制制制

针对系统(8)可设计加幂积分FT控制器形式如下:{
u=h(x1)

−1
(−k2sig(e)2p1−1 − f(x)),

e=sig(x2)
1/p1−sig(x2d)

1/p1 , x2d=−k1sig(x1)
p1 ,

(37)
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其中: x2d表示反步法中的虚拟控制输入,指数参数p1

需满足p1 ∈ (0.5, 1),增益参数k1和k2的定义式如下

k1=21−p1(1+p1)
−1
+2−p1(2−p1)p1(1+p1)

−1
+l,

(38)

k2=22−p1p1(1+p1)
−1
+21−p1(2−p1)p1(1+p1)

−1
+

21−p1(2−p1)k
−1
1 (21−p1+k1(1+p1)

−1
)+l,

(39)

其中l为任意正常数.

其稳定性证明过程有些复杂,限于篇幅,这里省去
推导过程,只介绍关键性结论.选择候选Lyapunov函
数为V = V1 + V2,其中V1 = x2

1, V2为加幂积分函数,
形式如下:

V2=k−1−1/p1

1

w x2

x2d

sig(sig(υ)1/p1−sig(x2d)
1p1)

2−p1

dυ.

(40)

可证明V2满足 0<V2621−p1k−1−1/p1

1 |e|2,所以V2可

用作候选Lyapunov函数. 对V求导并处理可得

V̇ 6 −αV (1+p1)/2, (41)

其中α = min{2l, l(2p1−1k1+1/p1

1 )
(1+p1)/2}. 式 (41)满

足引理1中的判据条件,所以闭环系统(8)(37)为FTS.

加幂积分控制具有无奇异、收敛时间上界可求等

优点,因此被应用在许多FT控制系统的设计中,比如
文献[194–213]. 上面稳定性分析中省略了大量不等
式缩放过程,该过程会放大各非线性项系数,这导致
控制增益参数k1和k2也需要伴随着增长才能抵消这

些非线性项并得到式(41)的形式,这也是式(38)–(39)
中的两个增益参数为何如此复杂的原因.因此,加幂
积分控制在具有本节前面所述的诸多优点基础上,其
不足之处正是控制参数k1和k2太过于复杂和冗大.如
果应用或仿真中控制增益参数按照式(38)–(39)取值,
有时很难获得满意的控制性能.因此如何化简增益参
数的约束,应该是以后该方法的研究重点,值得做深
入的研究.

3.3.2 基基基于于于加加加幂幂幂积积积分分分的的的积积积分分分滑滑滑模模模有有有限限限时时时间间间控控控制制制

把上小节的加幂积分控制器(37)代入系统(8)中得 ẋ1 = x2,

ẋ2 = −k2sig(sig(x2)
1/p1 + k1/p1

1 x1)
2p1−1

.
(42)

由第3.3.1小节结论可知系统(42)为FTS.针对系统(8)
可设计基于加幂积分控制的积分终端滑模控制器如

下:

u = h(x1)
−1
(−k3sig(s)p2 − f(x)−

k2sig(sig(x2)
1/p1 + k1/p1

1 x1)
2p1−1

), (43)

s=x2+
w t

0
k2sig(sig(x2)

1/p1+k1/p1

1 x1)
2p1−1

dt, (44)

其中: 控制参数p1∈(0.5, 1), k1和k2满足式(38)–(39)
约束.

其稳定性分析可分为两部分. 首先选择候选Lyap-
unov函数V = s2,对其求导并代入控制器(43)可证在
FT后s ≡ 0,由ṡ = −k3sig(s)p2推断此时ṡ = 0. 然后
对式(44)求导并代入ṡ = 0,可得加幂积分控制系统
(42),由前一小节分析可知,该系统为FTS.

总得来说,目前该方法引起的关注较少,取得
的研究成果也较少,其中比较有代表性的如文献
[214–216]. 文献[214]在控制器中设计了变结构项
k3sgn(s)来抑制干扰,此时根据s ≡ 0直接推导ṡ = 0

则有不是很严谨. 而文献[215]用连续的该控制方法
处理干扰,得到s, ṡ以及状态皆能FT收敛到某个小范
围内,相比之下严谨很多. 文献[216]用超螺旋算法代
替控制器(43)中的k3sig(s)p2 ,考虑干扰以及Filippov
意义下解的情况,并假设干扰导数有界的条件,证明
系统为FTS,其证明过程也是严谨的. 该方法属于加幂
积分控制范畴,所以具有相同的优点,值得深入研究
的问题也是如何简化参数的约束条件.

3.4 基基基于于于齐齐齐次次次理理理论论论的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

前文介绍的FT控制方法都是基于有限时间Lyap-
unov稳定定理(即引理1)的,本节介绍基于齐次理论
的FT控制方法,下文称之为齐次FT控制.

3.4.1 齐齐齐次次次有有有限限限时时时间间间控控控制制制

针对系统(8),可设计齐次FT控制器如下:

u=h(x1)
−1
(−k1sig(x1)

p1−k2sig(x2)
p2−f(x)),

(45)

其中: p1 ∈ (0, 1), p2 = 2p1/(1 + p1). p2的形式是在
下文计算齐次度时所决定的,即需要p2满足这个形式,
系统才具有齐次度.根据引理3的齐次FTS定理可知对
控制器(45)的FT稳定分析可分为两步,先判断系统是
否为渐近问题,再判断系统是否具有负的齐次度.因
此,先选择候选Lyapunov函数V = k1|x1|1+p1 /(1+
p1) + 0.5x2

2,对其求导并代入控制器 (45)可得 V̇ =

−k2|x2|1+p2 6 0,所以系统(8)为渐近稳定. 然后把控
制器(45)代入系统(8)可得{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −k1sig(x1)
p1 − k2sig(x2)

p2 .
(46)

由引理2可知系统(46)关于扩张向量(r1,0.5r1(1+

p1))具有齐次度k = r1(p1− 1)/2 < 0,且齐次度为负.
最后再依据引理3可得系统(8)在齐次控制器(45)驱动
下为FTS.

与终端滑模控制(比如式(14))和加幂积分控制(如
式(37))相比,不难看出,齐次控制器(45)在形式上更
简洁且更接近于经典的PD控制器,因此其更容易通过
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参数调节而获得更好的系统性能.此外,齐次控制还
具有无奇异问题且理论分析过程并不复杂等优点,因
此该方法一经提出,便被用在众多的研究成果当中,
如文献[217–236]. 然而齐次控制受其本身理论限制,
存在两点显著的不足之处. 首先,用齐次FTS定理(即
引理 3)分析系统稳定性时,需要计算系统的齐次度,
而含有不确定因素的系统(如系统(9))一般不存在齐
次度,因此没法用齐次理论去分析受扰动系统的稳定
性. 其次,齐次FTS定理虽然能判断系统是否为 FTS,
但不能像引理1一样给出系统收敛时间上界的表达式.
这两点不足之处,虽然制约了齐次控制方法的应用,
但也为该方法的进一步发展指明了方向,而下小节的
齐次积分滑模控制以及引理6的齐次反推Lyapunov
定理的提出,可认为是在一定程度上尝试地解决这两
点不足.

3.4.2 基基基于于于齐齐齐次次次系系系统统统的的的积积积分分分滑滑滑模模模有有有限限限时时时间间间控控控制制制

针对系统 (8)可设计基于齐次系统的积分滑模FT
控制器如下:

u = h(x1)
−1
(−k3sig(s)p3 − k1sig(x1)

p1 −
k2sig(x2)

p2 − f(x)), (47)

s = x2 +
w t

0
k1sig(x1)

p1 + k2sig(x2)
p2dt. (48)

与前文积分滑模控制方法类似,其稳定性分析也
分为两部分. 首先,选择候选Lyapunov函数V = s2,
对其求导并代入控制器(47)可证在FT后s ≡ 0,由ṡ =

−k3sig(x1)
p3可知此时ṡ = 0. 然后,对式 (48)求导并

代入ṡ = 0,可得齐次系统(46),由第3.4.1小节分析可
知,该系统为FTS,所以闭环系统(8)(47)亦为FTS.

第3.4.1小节的齐次控制方法并不适用于受扰动系
统,而本小节方法主要是用来处理系统扰动的. 由上
面稳定性分析可知,控制器(47)作用是让状态到达并
维持在滑模面上,所以,当考虑系统干扰时,可通过改
变控制器 (47)的结构,使之能完全抑制干扰,进而
保证系统 (8)依旧能转换为齐次系统 (46),如文献
[237–256]. 其中文献[237–250]用变结构项k3sgn(s)
替换控制器(47)中的k3sig(s)p3 ,从而在理论上完全地
消除干扰,但与前文积分滑模控制类似,这类方法
从s ≡ 0得到ṡ = 0的过程具有一定的保守性. 文献
[251–256]通过设计干扰观测器,从理论上完全精确地
估计干扰的真实值,进而在控制器中引入干扰估计值
以完全抵消系统干扰. 这两种思路都高度依赖于要完
全地消除干扰保证状态完全地在滑模面上滑行,而相
比终端滑模控制或基于加幂积分的积分滑模控制,后
两者可在不完全消除干扰情况下,即状态在滑模面邻
域内滑行时,依然能分析系统稳定性,明显后两者更
贴合实际情况. 所以基于齐次系统的积分滑模控制虽
然解决了齐次控制不能分析受扰动系统稳定性的问

题,但这种方法过于理想化,从根本上研究齐次控制
的抗扰动能力依然是值得研究的课题.

注注注 12 可对积分滑模变量进行改造,使状态一开始就

在滑模面上. 以积分滑模面(44)(48)为例,在滑模变量s定义

式中加入−x2(0)项,其中x2(0)表示x2的初始值,则在t = 0

时有s = 0. 这表示初始时刻状态就在滑模面上,即消除了滑

模的到达阶段,控制器的作用是使状态维持在滑模面上.

3.5 微微微分分分包包包含含含意意意义义义下下下的的的有有有限限限时时时间间间控控控制制制

前文介绍的FT控制方法都是连续的,虽然其中滑
模控制方法为了增强对干扰的抑制能力而加入变结

构项sgn(s),使得系统具有非连续性,但从控制设计角
度来说,这种变结构项往往不是必须的,例如用连续
项sig(s)p替代sgn(s),一般也可进行稳定性分析,且可
得到“受扰动系统状态在FT内收敛到平衡点附近邻域
内”这一更贴近实际情况的结论.与此不同的是,在研
究受扰动系统时,还有一类控制方法坚持用变结构
项sgn(·)从理论上完美抵消干扰,且其稳定性分析方
法与以上小节皆不相同.考虑到这类方法从设计到稳
定性分析,其变结构项sgn(·)不能用连续项替代,因此
本小节对这类方法进行单独归类和介绍. 含有不连续
项sgn(·)的系统一般称之为微分包含系统,其解一般
定义为Filippov解[257]. 该方法中最具代表性的为学者
Levant在文献[258]中提出的Twisting控制方法,针对
系统(8),其控制器结构为

u=h(x1)
−1
(−k1sgn(x1)−k2sgn(x2)−f(x)), (49)

其中控制增益参数需满足k1 > k2.

早期Twisting控制器(49)的稳定性分析主要是利
用相平面中系统轨迹的几何特性证明系统为FTS,但
该分析方法不能估算收敛时间上界. 学者Moreno在文
献[259]中给出了Twisting控制系统所对应的Lyapu-
nov函数,结合引理1证明系统为FTS,并给出收敛时
间的上界.

控制器(49)具有明显变结构特性,虽然理论上其
能够完美抑制干扰,但在实际仿真或应用中,当状态
在x1 = 0和x2 = 0附近时,控制输出会产生明显剧烈
的高频抖振. 为削弱该抖振现象,一种方法是只在理
论分析中用变结构项sgn(·),而在实践中用边界层法
或饱和函数替换sgn(·). 该方法虽被广泛用在变结构
控制中,但却造成了理论与实践的隔离,如何分析替
换后系统的稳定性,值得进一步研究.

此外,为了削弱抖振,还有一种方法是对变结构项
进行扩阶处理,即通过对非连续的变结构项sgn(·)进
行积分,得到连续的弱抖振的控制器. 目前这类方法
的研究逐渐引起关注,本文例举以下3种控制器:

1)比如文献[260]提出的一种连续Twisting控制器
为
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u=h−1(−k1sig(x1)

1/3−k2sig(x2)
1/2

+η−f(x)),

η̇ = −k3sgn(x1)− k4sgn(x2).

(50)

2)比如文献[261]提出的一种Super-Twisting控制
器为u=h−1(−k1sig(x2+k3sig(x1)

2/3
)
1/2

+η−f(x)),

η̇ = −k2sgn(x2 + k3sig(x1)
2/3
).

(51)

3)再比如文献[262]提出的另一种Super-Twisting
控制器为u=h−1(−k1sig(x1 + k3sig(x2)

3/2
)
1/3

+η−f(x)),

η̇ = −k2sgn(x1 + k3sig(x2)
3/2
).

(52)

为了证明系统为 FTS,控制器(50)–(52)中的控制
参数皆需要满足复杂的约束条件,比如控制器 (50)–
(51)的控制参数需要满足几个非线性不等式,而文献
[260–261]中只例举了几个合适的控制参数,并没有给
出明确的参数可以选择的范围,再比如控制器(52)
中的控制参数需大于某个非常复杂且包含状态量的

非线性函数,这也给选择参数造成困难.此外,这3篇
研究成果皆通过引理6中的充分条件(7)来证明系统为
FTS,但需要注意的是,充分条件(7)中存在未知正常
数c,如果用它估计收敛时间上界,是具有一定的保守
性的. 因此控制器(50)–(52)的结构和研究结论是积极
和值得肯定的成果,但如何简化参数约束,如何完整
计算收敛时间上界,以及如何扩大指数参数选择范围
等课题,都值得做进一步的研究.

4 有有有限限限时时时间间间输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制方方方法法法

前文介绍的FT状态反馈控制,其控制器中都使用
了状态信息x1以及x2,其中状态x1一般被认为是输出

信息.所以针对系统(8)的FT输出反馈控制指的是控
制器中不利用x2信息而能实现系统(8)为FTS的控制
方法. 目前解决输出反馈控制问题的方法主要分为两
类: 第1类是设计观测器以获得未知状态,然后按照前
文设计状态反馈控制思路设计控制器;第2类是利用
已知状态直接设计控制器,因这类控制器结构中含有
低通滤波环节(一阶惯性环节),所以本文称之为滤波
控制.下面分别介绍FT控制领域的这两类方法.

4.1 有有有限限限时时时间间间状状状态态态观观观测测测器器器设设设计计计

针对系统(8),设计FT状态观测器的目的是观测未
知状态x2,因此需要定义x1的观测值为x̂1,定义x2的

观测值为x̂2,定义观测误差x̃1, x̂1−x1和x̃2, x̂2−x2,
其中x1为已知信息,定义x̂1的目的并不是用x̂1替代

x1,而是用x̃1做为驱动信息实现观测器功能.由此,观

测器的目的转化为要实现x̃2趋于0. 当观测器目的达
到以后,则可用已知的x̂2替代未知的x2,参考前文介
绍的控制方法进一步实现x1和x2向0收敛. FT状态观
测器从结构上分类可分为以下两类:

1)以龙伯格观测器为原型的FT观测器{
˙̂x1 = x̂2 − k1sig(x̃1)

p1 ,

˙̂x2 = −k2sig(x̃1)
p2 + h(x1)u+ f(x1, x̂2),

(53)

其中指数参数需满足p1 ∈ [0.5, 1), p2 = 2p1 − 1. 如
果p1 = 1,则观测器(53)不再具有FTS特性,而转变为
龙伯格观测器,所以后面也称观测器(53)为类龙伯格
观测器.

2)用等效注入方式设计的终端滑模观测器{
˙̂x1 = x̂2 − k1sgn(x̃1),

˙̂x2 = −k2sgn(k1sgn(x̃1)) + h(x1)u+ f(x1, x̂2),

(54)

其功能实现的前提条件为:需假设|x̃2| 6 c1和|f̃(x,
x̂)|6c2成立,其中f̃(x, x̂),f(x1, x̂2)−f(x1, x2),进
而控制参数需满足k1 > c1和k2 > c2.

FT状态观测器从稳定性分析角度可分为 4类,其
中针对观测器(53)的方法分为3种,分别为基于引理3–
5的标准齐次理论方法(第4.1.1小节)、基于引理6的齐
次反推Lyapunov定理方法(第4.1.2小节)、基于引理1
的学者Moreno提出的方法(第4.1.3小节),而第4类方
法为针对观测器(54)的基于引理1的等效注入方法(第
4.1.4小节). 下面将分4小节分别介绍这4类方法.

4.1.1 类类类龙龙龙伯伯伯格格格观观观测测测器器器(53)之之之标标标准准准齐齐齐次次次理理理论论论方方方法法法
本小节主要介绍如何利用引理 3–5证明观测器

(53)能在FT内观测系统(8)中的x2,即证明x̃2为FT收
敛. 首先用观测器(53)减系统(8)得到观测误差系统如
下: {

˙̃x1 = x̃2 − k1sig(x̃1)
p1 ,

˙̃x2 = −k2sig(x̃1)
p2 + f̃(x, x̂),

(55)

从其中分离出子系统如下:{
˙̃x1 = x̃2 − k1sig(x̃1)

p1 ,

˙̃x2 = −k2sig(x̃1)
p2 .

(56)

针对上式子系统 (56),选择Lyapunov候选函数V =

k2|x̃1|2p1+ p1x̃
2
2,对其求导可得

V̇ = −2k1k2p1|x̃1|3p1−1 6 0,

所以子系统为渐近稳定. 利用引理2可得,子系统(56)
关于扩张向量(r1, r1p1)具有负的齐次度k = r1(p1−
1) < 0. 再结合引理3可知子系统(56)为FTS.

有些文献的被控系统中并无f(x)项,比如文献[9]
以及文献[263–269],此时子系统(56)即为观测误差系
统(55),则以上分析过程可证明观测器(53)能FT内观
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测未知状态x2.

如果被控对象中含有f(x),且在子系统为FTS前
提下还满足如下条件:

lim
ε→0

f̃(εr1 x̃1, ε
r2 x̃2)

εk+r2
= 0. (57)

则根据引理4可得观测误差系统(55)为局部FTS,
即如果x̃1和x̃2在某个区域内,则其会FT内收敛到0.
比如文献[270–272]用该方法证明所设计的观测器为
局部FTS.

为了解决引理4不能计算吸引区范围的问题,文献
[16]以及文献[273–279]通过进一步研究f̃(x, x̂)特性

进而计算吸引区范围或证明系统为全局FTS.比如文
献[16, 273]在|f̃(x, x̂)| 6 c1|x̃2|成立的前提下,稍微
更改观测器结构,然后用Lyapunov方法计算吸引区的
范围.比如文献[274–276]在假设x1 6 c1和x2 6 c2成

立的前提下,计算出f̃(x, x̂)项的上界,然后用Lyapu-
nov方法计算吸引区的范围.比如文献[277–278]根据
被控对象的模型特性,把系统 (8)扩展到矩阵形式,
推导出f̃(x, x̂)的矩阵形式 f̃(x, x̂)具有f̃(x, x̂) =

W (x, x̂)x̃2 的形式,其中W (x, x̂)为斜对称矩阵.
再利用x̃T

2W (x, x̂)x̃2 = 0的特性,证明系统为全局
渐近稳定,根据引理5得到全局FTS的结论.比如文
献[279]在 |f̃(x, x̂)| 6 c1|x̃2|+ c2x̃

2
2成立前提下,通

过在观测器中加入负反馈项−k3x̃1以及Lyapunov函
数中增加x̃2

2,可证明系统为全局渐近稳定,再根据引
理5可得到全局FTS的结论.

由以上分析可知,针对观测误差系统中是否含有
f̃(x, x̂)项,以及f̃(x, x̂)项所满足的形式,可根据引
理3–5对观测器(53)进行稳定性分析.因为受扰动系
统(如系统(9))不具有齐次度也不满足式(57),所以该
方法不能分析受扰动系统的稳定性,而且该方法也不
能计算收敛时间的上界,这两点是齐次观测器所具有
的不足,也是未来值得研究的方向.

注注注 13 文献[264]用引理6计算收敛时间上界,并给出

式(7)中未知常数c与观测参数间的表达式. 该方法看似解决

了齐次方法不可估计时间的问题,但应注意的是,该表达式仅

适用于p1 ≈ 1的情况. 而如果p1 = 1,则观测器(53)退化为龙

伯格观测器,其文献中给出的收敛时间上界表达式将趋于无

穷. 因此,该方法实际上并没有解决齐次方法时间不可估计

的问题.

4.1.2 类类类龙龙龙伯伯伯格格格观观观测测测器器器(53)之之之齐齐齐次次次反反反推推推Lyapunov
方方方法法法

面对第4.1.1小节齐次方法的不足之处,一些学者
开始尝试用其他方法分析观测器 (53)的稳定性. 文献
[280–281]提出用引理6中的齐次反推Lyapunov定理
方法处理观测系统中的非线性项(或干扰). 下面简单
介绍该方法.

研究观测器(53)的稳定性,就是研究观测误差系
统(55)的稳定情况. 为方便理解,称系统(55)为整系统,
而称系统(56)为系统(55)的子系统.首先,针对子系统
(56)选择Lyapunov函数为Vs = 0.5x̃2

1 + 0.5x̃2/p1

2 . 对
其求导可得

V̇s = x̃1x̃2 − k1|x̃1|p1+1 −
p−1
1 |x̃2|−1+2/p1k2sig(x̃1)

2p1−1
. (58)

利用引理2计算可得,子系统(56)关于(r1, r1p1)具有

负齐次度k = r1(p1 − 1),且Vs关于(r1, r1p1)具有正

齐次度σ = 2r1. 进而由引理 6可得V̇s 6 −cV
(1+p1)/2
s .

结合式(58)可得

x̃1x̃2−k1|x̃1|p1+1−p−1
1 |x̃2|−1+2/p1k2sig(x̃1)

2p1−1 6
−cV

(1+p1)/2
s . (59)

然后针对整系统(55)选择候选Lyapunov函数为Vo =

0.5x̃2
1 + 0.5x̃2/p1

2 ,对其求导可得

V̇o =

x̃1x̃2−k1|x̃1|p1+1−p−1
1 |x̃2|−1+2/p1k2sig(x̃1)

2p1−1
+

p−1
1 |x̃2|−1+2/p1 f̃(x, x̂). (60)

以|f̃(x, x̂)|6c1|x̃2|的假设条件为例,对式(60)中最后
一项处理可得p−1

1 c1|x̃2|2/p1 6c2Vo,其中c2=2p−1
1 c1.

再把式(59)代入到式(60)可得

V̇o 6 −cV (1+p1)/2
o + c2Vo. (61)

对上式进一步分析可知系统为局部FTS,且吸引域为
{x̃ : V (1−p1)/2

o 6 c(1− θ)/c2},其中常数θ ∈ (0, 1).

齐次反推Lyapunov定理方法优点是能以引理1中
式(4)形式为目标对复杂观测误差系统进行稳定性分
析,以式(61)为例,不等号右边第1项保证系统具有
FTS特性,第2项根据实际情况即可以变形表示f̃(x,

x̂),也可以通过变形表示系统中的干扰等不确定性.
因此,该方法一经提出,便受到广泛关注,被用在许多
复杂控制问题的研究成果中,比如文献[282–298]. 然
而该方法也具有保守性,因为式(61)中的常数c很难求

出其具体值,这导致基于式(61)求出的吸引区以及收
敛时间上界都只存在于形式上而不可被计算.此外,
该方法的稳定性分析过程存在待严谨的地方.在把式
(59)代入到式(60)时,该方法认为Vo = Vs,所以可等
效替换.然而应注意的是, Vo和Vs虽然形式一样,但其
中状态所对应的系统并不一样,因为整系统比子系统
多了f̃(x, x̂)项(如果考虑扰动,则此处还会多一个干
扰项),所以整系统中的状态轨迹与子系统的状态轨迹
必然是不同的,即同一时间的Vo与Vs的值一般是不相
等的. 因此,如何把子系统的结论V̇s 6 −cV

(1+p1)/2
s 用

在整系统的V̇o中,对于该方法来说,值得做进一步的
研究.
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4.1.3 类类类龙龙龙伯伯伯格格格观观观测测测器器器(53)之之之学学学者者者Moreno方方方法法法
研究观测器(53)的稳定性时,前两小节介绍的方

法都存在着些许保守性,本小节介绍另一种可称之完
美的方法,即Moreno方法. 令观测器(53)中指数p1 =

0.5,则观测器 (53)转化为超螺旋观测器. 早期文献
[299]利用系统的几何特性证明了超螺旋系统为FTS,
但该方法不能估计收敛时间,为解决该问题,学者
Moreno在文献[300]中创造性的给出了超螺旋系统的
Lyapunov函数,并用简单的Lyapunov方法证明该系
统为FTS.在这之后,文献[301]把Moreno方法用在了
超螺旋观测器上,文献[302–303]把将其用在观测器
(53)上,下面简单介绍Moreno方法.

定义ξ=[sig(x̃1)
p1 x̃2]

T
和f̃(x, x̂)=[0 f̃(x, x̂)]

T
.

下面证明ξ为FT收敛. 对辅助变量ξ求导可得

ξ̇ = |x̃1|p1−1Aξ + f̃(x, x̂),

其中A=[−p1k1, p1; −k2, 0] ∈ R2×2.不难验证A为

Hurwitz矩阵,则对于任意正定对称矩阵P ∈R2×2,存
在正定矩阵Q∈R2×2满足代数Lyapunov方程ATP+

PA = −Q. 选择Lyapunov函数V = ξTPξ,对其求
导可得

V̇ 6 −|x̃1|p1−1ξTQξ + 2∥f̃(x, x̂)∥ · ∥P ∥ · ∥ξ∥.

以∥f̃(x, x̂)∥ 6 c1|x̃2|的假设条件为例,对上式整理
可得

V̇ 6 −c2V
1.5−0.5/p1 + c3V, (62)

其中:

c2 = λmin(Q)λmax(P )
−1.5+0.5/p1 ,

c3 = 2c1∥P ∥λmin(P )
−1
.

对式(62)进一步分析可知系统为局部FTS,且吸引域
为{x̃ : V −0.5+0.5/p1 6(1− θ)/c3},其中常数θ∈(0, 1).

相比前两小节方法,本节介绍的Moreno方法可称
之完美的方法. 首先, Moreno方法完全基于Lyapunov
稳定定理,因此,当考虑系统扰动等复杂工况时,此方
法比齐次方法更适合分析系统.比如上文分析中如以
∥f̃(x, x̂)∥ 6 c1的假设条件为例,则适合f̃(x, x̂)中含

有干扰情况,分析可知系统为FT收敛有界. 其次,
Moreno方法简单且严谨. 由上文分析过程可见,该方
法的证明过程并不复杂,甚至相比前两节方法还要简
单,而且并没有把系统拆成整系统和子系统,因此也
严谨很多. 最后, Moreno方法可计算收敛时间上界.
由式(62)可知,状态在吸引域V̇ 6 −c2θV

1.5−0.5/p1成

立,相比式(61)中c为未知常数,此处c2可为已知常数,
可根据引理1计算收敛时间上界. 因为Moreno方法具
备以上诸多优点,所以逐渐受到广泛关注和认可,被
逐渐应用到越来越多的输出反馈控制研究成果中,比
如文献 [304–312]中的超螺旋观测器,再比如文献
[86, 313–317]中的类龙伯格观测器(53). Moreno方法

是近乎完美的观测器设计方法,但其指数参数p1 ∈
[0.5, 1)和p2=2p1−1依然具有一定的约束性,如何
扩大参数选取范围,使之更为完美,值得做进一步的
研究.

4.1.4 基基基于于于等等等效效效注注注入入入方方方法法法的的的终终终端端端滑滑滑模模模观观观测测测器器器

文献[318]提出形式如式(54)的观测器,并用等效
注入方法分析系统稳定性,随后文献[319]称该观测
器(54)为终端滑模观测器,之后该观测器及其分析方
法被应用在许多研究中,比如文献[320–326]. 下面对
该稳定性分析方法进行简单的介绍.

首先,构造观测误差系统,用观测器 (54)减系统
(8)得到

˙̃x1 = x̃2 − k1sgn(x̃1), (63)
˙̃x2 = −k2sgn(k1sgn(x̃1)) + f̃(x, x̂). (64)

后面分析过程分两步,首先,基于式(63)证明x̃1为FT
收敛,其次基于式(64)证明x̃2为FT收敛.

第1步,针对式(63),选择Lyapunov函数V1 = x̃2
1,

对其求导并利用 |x̃2| 6 c1的假设条件可得 V̇1 6
−2(k1− c1)V

1/2
1 . 由引理1可知,经过FT后, x̃1 = 0恒

成立,其意味着 ˙̃x1 = 0也成立.

第2步,把 ˙̃x1=0将其代入式(63)可得k1sgn(x̃1)=

x̃2,这里把 x̃2作为 k1sgn(x̃1)的等效注入,即把
k1sgn(x̃1) = x̃2代入式(64)可得

˙̃x2 = −k2sgn(x̃2) + f̃(x, x̂). (65)

针对式(65),选择候选Lyapunov函数为V2 = x̃2
2,对其

求导并利用 |f̃(x, x̂)| 6 c2 的假设条件可得 V̇2 6
−2(k2 − c2)V

1/2
2 . 由引理1可知, x̃2会在FT内收敛到

0,即为FTS.

终端滑模观测器的优点与超螺旋观测器(观测
器(53)中p1 = 0.5情况)一样,即具有很强的鲁棒性,
当干扰存在时也可保证系统为FTS.然而终端滑模观
测器的证明过程中,根据x̃1 = 0直接判断 ˙̃x1 = 0,该
过程有待严谨,缺少相关的理论分析.下面用反证法
检验 ˙̃x1 = 0是否成立. 把该方法的结论x̃2 = 0代入

式(63)中,可得 ˙̃x1 = k1sgn(0),由式 (2)中sgn(0)定义
可知,此时 ˙̃x1 ∈ k1[−1, 1],其表示 ˙̃x1在−k1和k1两个

值间做零均值无穷频率的抖振,此抖振并不等效为0
值.因此,用 ˙̃x1=0证明x̃2=0,而由x̃2=0反过来又证

明 ˙̃x1 ̸= 0,该前后矛盾的地方表明 ˙̃x1是不等于0的. 此
外,如果把观测器中sgn(·)改成sign(·),也是不能解决
此矛盾的. 如果在第1步中能得到 ˙̃x1=0,代入式(63)
中且利用sign(0) = 0可直接得到x̃2 = 0,即不需要
第2步的稳定性分析,也不需要构造x̂2的观测部分,便
证明了x̃2=0,这显然是不合常理的. 因此,由x̃1=0

不应该直接判断 ˙̃x1 = 0,在第2步的等效注入中,注入
的应该是k1sgn(x̃1)= x̃2− ˙̃x1而不应该是k1sgn(x̃1)=
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x̃2. 在k1sgn(x̃1) = x̃2 − ˙̃x1的注入下,如何证明系统
为FTS,值得做进一步的研究.

4.2 有有有限限限时时时间间间滤滤滤波波波控控控制制制

上节介绍的基于FT观测器的输出反馈控制思路
是,先用观测器的输出x̂2取代未知状态x2,然后用第3
节介绍的FT状态反馈控制方法保证系统(8)为FTS.其
稳定过程在时间上分为先后两部分,即观测器先实
现x̃2收敛到0,然后控制部分实现x1和x2收敛到0. 本
节介绍的FT滤波控制,与前小节最大的不同之处在
于,其没有观测未知状态x2,而是通过设置辅助变量
φ,实现x1, x2和φ同时收敛到0. 下面分别介绍两种FT
滤波控制的设计思路.

4.2.1 基基基于于于齐齐齐次次次理理理论论论的的的有有有限限限时时时间间间滤滤滤波波波控控控制制制

学者高岱和吕建婷等在文献[327–328]中基于齐
次理论首次提出FT滤波控制,针对系统(8),其控制器
形式如下:

u=h(x1)
−1
(−k1sig(x1)

p1−k2sig(φ+k3x1)
p1), (66)

φ̇ = −k4sig(φ+ k3x1)
p2 , (67)

其中: p1∈(0, 1), p2=(1 + p1)/2. 控制器(66)–(67)中
不含有状态x2,所以为输出反馈控制,下面证明其能
稳定系统.

定义变量x3 , φ+ k3x1,则把控制器(66)–(67)代
入到系统(8)可得如下形式:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −k1sig(x1)
p1 − k2sig(x3)

p1 + f(x),

ẋ3 = k3x2 − k4sig(x3)
p2 .

(68)

可用第4.1.1小节分析齐次观测误差系统(55)的类似方
法分析系统(68)的稳定性. 首先,从中分离出子系统如
下: 

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −k1sig(x1)
p1 − k2sig(x3)

p1 ,

ẋ3 = k3x2 − k4sig(x3)
p2 .

(69)

针对子系统(69),选择Lyapunov函数为

V = k1(1 + p1)
−1|x1|1+p1 + 0.5x2

2 +

k2k
−1
3 (1 + p1)

−1|x3|1+p1 ,

对上式求导,并把系统 (69)代入其中可得 V̇ =

−k2k4k
−1
3 |x3|p1+p2 6 0,所以子系统为渐近稳定. 利

用引理2可得,子系统(69)关于扩张向量(r1, 0.5r1(1+

p1), r1)具有负的齐次度k = 0.5(p1 − 1). 再结合引理
3可知子系统(56)为FTS.

有些文献的被控系统中并无f(x)项,比如文献
[329–330],此时子系统(69)即为系统(68),则根据以上
分析可知控制器(66)–(67)在未使用x2信息下依可保

证x1和x2在FT内收敛到0.

如果被控对象中含有f(x),且在子系统为FTS前
提下还满足如下条件:

lim
ε→0

f(εr1x1, ε
r2x2, ε

r3x3)

εk+r2
= 0. (70)

则根据引理4可得系统(68)为局部FTS,即如果x̃1和

x̃2在某个区域内,则其会在FT内收敛到0. 相比于齐
次观测误差系统(55)中的f̃(x, x̂)为观测测器中f(x1,

x̂2)与被控对象中f(x1, x2)之差,导致一般需要假设
条件才能进一步分析f̃(x, x̂)特性. 系统(68)中的f(x)

即为被控对象中的f(x),因此,许多研究成果中利用
被控对象模型具有的特殊性, (比如三维姿态模型中利
用f(x)中包含斜对称矩阵而获得的特性xT

2 f(x) =

0),可证明系统 (68)为全局渐近稳定,比如文献
[331–343],再基于引理5可证明系统为全局FTS.

相比下小节要介绍的加幂积分滤波控制,本小节
的齐次滤波控制器(66)–(67)具有参数简单、约束范围
小、易于实现的优点. 相比第4.1.1小节齐次观测器研
究f̃(x, x̂)的特性,齐次滤波控制方法直接研究具有
模型特性的f(x),能在一定程度上降低假设条件,也
是该方法的一个优点. 然而受限于齐次理论,受扰动
系统不存在齐次度也不满足式(70)的条件,因此,齐次
滤波控制无法分析受扰动系统的稳定性,此外,该方
法也不能估算收敛时间上界. 如何解决这两个问题,
是该方法接下来值得研究的重要方向.

4.2.2 基基基于于于加加加幂幂幂积积积分分分函函函数数数的的的有有有限限限时时时间间间滤滤滤波波波控控控制制制

学者钱春江在文献[344]中首次提出基于加幂积
分函数的FT滤波控制方法,针对系统(8),其控制器形
式如下:

u=h(x1)
−1
β(x1)sig(−k1x1−(φ+l(x1)x1))

p1
2−p1 ,

(71)

φ̇ = −l(x1)sig(φ+ l(x1)x1)
1/(2−p1), (72)

其中变量β(x1)和控制参数函数l(x1)需满足如下约束:

β(x1)=1+k2+ρ1(x1)+ρ2(x1)+ρ3(x1)+ρ4(x1),

(73)

(21/(2−p1) − 1)l(x1)
−1/3−p1/(2−p1) >

a1(x1) + a2(x1) + a3(x1) + 0.25. (74)

式(73)–(74)中的变量ρi(x1)和ai(x1), i=1, 2, 3, 4,为
稳定分析中进行不等式缩放时产生的相关变量,其定
义可参考文献[344–345],因其结构复杂,且形式多样,
所以此处不给出其具体形式.

该方法在稳定分析中的选择的Lyapunov函数形式
为V =V1+V2+V3,其中: V1 = 0.5x2

1, V3 = 0.5e2, V2

定义为

V2 =
w x̂2

x2d

sig(sig(s)2−p1 − sig(x2d)2−p1)
2−1/(2−p1)

dυ.

(75)
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式 (75)为加幂积分函数,其中辅助变量 x̂2和x2d

的定义为 x̂2 = sig(φ+ l(x1)x1)
1/(2−p1) 和 vx2d =

−k1sig(x1)
1/(2−p1). x̂2可在一定程度上认为是x2的估

计值,而x2d为反步法中的虚拟控制. V3中e的表达式

为e = sig(x2)
2−p1 − sig(x̂2)

2−p1 ,可在一定程度上将
其看作是x2与其估计值x̂2之间的误差. 这样通过复杂
的推导,可证明V的导数满足引理1中的判断条件(4),
所以可得控制器(71)–(72)在不使用x2信息情况下依

然能保证x1和x2为FT收敛.

针对某些齐次度不存在且不满足式(70)的系统(比
如受扰动系统)设计FT滤波控制器时,由于齐次滤波
控制方法不再适用,此时只能选择本小节的加幂积分
滤波控制方法. 除此之外,本小节方法还能给出收敛
时间上界的表达式,因此被应用在许多研究成果当中,
比如文献[345–358]. 然而此方法的不足之处也是很
明显的,由于在稳定性分析中频繁对不等式进行缩放,
导致其控制器中变量参数β(x1)的形式有些复杂,而
参数函数l(x1)的约束条件又有些苛刻.因此,与第3.3
节加幂积分状态反馈控制方法一样,如何简化参数的
约束条件,扩大参数的选择范围,值得做进一步的研
究.

注注注 14 在加幂积分滤波控制的研究中,习惯称式(72)
为降阶观测器而非滤波器,这里解释其原因以及本文称其为
滤波器的原因.在加幂积分滤波控制中,为了方便稳定性分
析,定义了变量x̂2,根据x̂2的定义式,控制器(71)可写为更接
近基于观测器的形式,即

u = −h(x1)
−1β(x1)sig(sig(x̂2)

2−p1 + k1x1)
p1/(2−p1)

.

如果认为x̂2是x2的观测值,则e刚好可认为是观测误差,再根

据稳定分析中证明了e为FT收敛,因此有理由称x̂2为观测值,

而称式(72)为降阶观测器(或一阶观测器). 下面解释本文称

式(72)为滤波器的原因.首先,如果令p1 = 1,则式(67)(72)都

转变为典型的低通滤波环节,因此可认为式(67)(72)是滤波器

在FT控制领域的延伸. 其次,对比式(66)–(67)与式(71)–(72),

如果令p1 = 1,则两种控制器的结构几乎一样,因此可认为两

种控制器是同类型控制方法,而在齐次滤波控制研究中,一般

称式(67)为滤波器,所以为了统一名称,可称式(72)为滤波器.

最后,第4.1节的FT观测器具有观测误差先于状态收敛的性

质,其表明观测部分稳定性独立于控制部分稳定性,即观测误

差的收敛不受状态是否收敛的限制.而第4.2.2小节的e需随

着状态一起收敛,其表明式(72)的稳定需依赖于状态的稳定,

这与第4.1节的FT观测器是显著不同的. 因此,为了更好区分

式(72)与FT观测器,本文称式(72)为滤波器,称这种控制方法

为滤波控制.

注注注 15 文献[1]已介绍过FT控制在4种典型系统(混沌

系统、空间飞行器姿态控制系统、多智能系统和永磁同步电

机系统)中的应用和研究成果.而本文侧重从控制器设计方法

角度对现有FT控制的研究成果进行了较为细致的分类和分

析,限于篇幅,不再从典型系统角度介绍FT控制所能解决的

具体问题.虽然控制系统种类繁多,但对于可通过坐标变换方

法,转化成式(8)或式(9)的二阶系统,本文所综述的内容和结

论都具有适用性. 此外, FT控制不仅在理论上取得一系列的

研究成果和关注,在实际系统的应用中,已有很多成果可表

明FT控制具有优良的控制性能,如在压电执行器[359]、机械

臂[360]、面向航天器的实验气浮平台[361]、移动卫星天线[362]、

形状记忆合金执行器[363]、电动汽车的无刷电机[364]等实际应

用中验证了第3.1.3小节经典非奇异终端滑模控制的有效性,

再比如文献[105, 113]分别在机械臂和双边遥操作系统的实

际工程中用到了基于滑模替换法的终端滑模控制技术,再比

如第3.2.2小节提及的基于积分滑模的反步FT控制用在了压

电执行器[365]和电子油门[366]等实际应用中,此外,还有用了

反步FT控制技术的双连杆平面机器人[172]、用了加幂积分

FT控制的直流–直流转换器[195]、用了齐次FT控制的四旋

翼[217]、用了基于齐次系统的积分滑模FT控制的上肢外骨

骼[367]、用了Moreno观测器的气动伺服系统[64]、用了终端滑

模观测器的微卫星地面实验平台[368]等,这些实际应用不仅

验证了FT控制技术的有效性,也推动了其发展.

注注注 16 相比文献[1–3],本文更细致且深入的对主流

FT控制方法进行了分类和分析,并通过稳定性分析指出每种

方法的优缺点,这也是本文的主要贡献. 但限于主题和篇幅,

本文没有介绍更多的FTS概念,比如系统状态FT内收敛到包

含平衡点邻域内的实际FT稳定[313],再比如系统收敛时间上

界可与系统初值无关的固定时间稳定概念[13]等. 其中固定时

间控制作为FT控制中的重要一部分,近几年被广泛应用到各

种系统中,但其控制方法的设计思路与FT控制大体相同,面

临的主要问题也基本一致,可参考本文的核心思路分析固定

时间控制,亦可参考文献[2–3]等. 此外,本文介绍的众多控制

方法都是针对二阶系统的,并非都能扩展到高阶系统中,比如

第3.1.3小节1)中的CNTSM控制、2)中的正弦函数法FT控制

等方法都很难应用在高阶系统中. 实际上,高阶系统控制问

题要比二阶系统复杂的多,而本文给出的各种控制方法结论

是否适用于高阶系统,需要结合具体的高阶模型进行逐一验

证,可参考文献[1]了解更多高阶系统FT控制内容.

5 结结结论论论

本文针对系统(8),基于引理1–6,综述了17种FT状
态反馈控制方法及6种FT输出反馈控制方法,详细讨
论了各种方法优点以及存在的问题,并将它们归纳到
下面的表1–2中. 虽然近十余年,有限时间控制方法取
得了较大的发展,众多方法被相继提出,但目前仍不
存在一个完美的FT控制方法能同时做到参数简单、收
敛时间上界可求、无奇异且无近乎奇异现象、能对受

扰动系统进行稳定性分析,所以,未来FT控制的发展
希望能在以下几个方向上取得进一步成果:

1)齐次控制方法的鲁棒性及收敛时间上界的研
究.齐次控制器的形式和参数最为简单,可直观认为
是PID控制在FT控制领域的延伸,对齐次控制的理论
研究具有重要的理论和工程意义.但目前齐次状态反
馈控制和齐次滤波控制都不能分析受扰动系统的稳

定性. 考虑到学者Moreno的方法近乎完美解决了齐次
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观测器的分析鲁棒性及计算收敛时间上界的问题,因
此希望在不久的将来,齐次控制的问题也能如愿解决.

2)基于加幂积分函数的有限时间状态反馈控制及
输出反馈控制中的参数简化问题研究.

3)终端滑模控制中的“控制奇异与收敛时间矛盾
性”问题研究.

4)进一步扩大指数参数选择范围的研究.注意齐
次控制器(45)中p2 = 2p1/(1 + p1),齐次滤波控制器
(66)中p2 = (1 + p1)/2,这两项指数参数直接受p1参

数的限制.在实际仿真和应用中,本文更希望p1和p2
都能在(0, 1)内自由调整. 考虑到终端滑模的指数参

数p1和p2就可在(0, 1)内自由选取,因此有理由猜想,
如果控制器(45)(66)中p2的限制条件仅为p2∈(0, 1),
系统应该也为FTS.但该如何证明? 此外,学者More-
no方法近乎完美解决了FT观测问题,但观测器(53)中
指数参数p1和p2需满足约束条件p1∈ [0.5, 1)和p2=

2p1 − 1,如何扩大参数选取范围,使之更为完美,值得
做进一步的研究.

5)本文表1–2中对23种FT控制方法的总结仅适用
于一般的二阶系统,当面对高阶系统、非完整系统、非
光滑系统等更复杂的系统时,如何设计具有所有优点
的FT控制器是个长久且充满挑战的课题.

表 1 连续有限时间状态反馈控制方法总结
Table 1 Overview of continuous FT state feedback control methods

控制方法

可对受扰

动系统进

行分析

控制无奇异且无

近乎奇异现象

收敛时间上界

有界且不用引

理6可表达

控制参数

约束小

值得进一步

研究的课题

3.1.1基于FT趋近律的普通滑模控制 � � 5 �

终

端

滑

模

控

制

3.1.2标准终端滑模FT控制 � 5 � �

解决“控制

奇异与收敛

时间矛盾

性”的课题

3.1.3 1)经典非奇异终端滑模FT控制 � � 5 �

反

步

法

解

决

奇

异

方

法

3.1.3 2)正弦函数法 �
阈值ε过小会

导致“近乎奇

异”现象

存在未知时间

段且受ε影响

�
3.1.3 3)饱和函数法 � �
3.1.3 4)滑模替换法 � ε过大导致无界 �
注9简易滑模替换法 � 5 �
3.1.3 5) a)边界层法 � 5 �
3.1.3 5) b)自定义滑模变量导数 � � �
3.1.3 5) c)奇异点替换法 � 5 � �

3.2.1标准反步FT控制 � 5 � �
3.2.2基于积分滑模的反步FT控制 � 5 � �

加幂

积分

3.3.1加幂积分FT控制 � � � 5
参数简化

3.3.2基于加幂积分的积分滑模FT控制 � � � 5

齐次

理论

3.4.1齐次FT控制 5 � 5 � 鲁棒性及收

敛时间上界3.4.2基于齐次系统的积分滑模FT控制 5 � 5 �
3.5微分包含意义下的FT控制(50)–(52) � � 5 5 参数简化

表 2 连续有限时间输出反馈控制方法总结
Table 2 Overview of continuous FT output feedback control methods

控制方法
可对受扰动系

统进行分析

收敛时间上界

有界且不用引

理6可表达
参数约束小 值得进一步研究的课题

观

测

器

类龙伯格

观测器(53)

4.1.1齐次理论方法 5 5 � 鲁棒性及收敛时间上界

4.1.2齐次反推Lyapunov方法 � � � 稳定性证明值得进一步研究

4.1.3学者More方法 � � � 扩大指数参数的选择范围

4.1.4基于等效注入的终端滑模观测器 � � � 稳定性证明值得进一步研究

滤波

控制

4.2.1基于齐次理论的FT滤波控制 5 5 � 鲁棒性及收敛时间上界

4.2.2基于加幂积分函数的FT滤波控制 � � 5 参数简化
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综上所述,虽然FT控制技术被用在许多控制领域
中解决各种控制问题,近十年来发展迅速,但即使针
对简单如式(8)的系统,目前却没有完美的FT控制方
案,这反映了FT控制方法本身还存在许多问题亟需解
决,希望能引起学者们的关注和研究.最后,本文想引
用文献[1]的原文对全文进行总结:“尽管关于有限时
间控制方面已经取得了一些成果,但目前还处在发展
阶段,仍然有很多方面有待进一步的深入研究.笔者
有理由相信,通过研究人员的坚持不懈的努力,这个
课题将会得到更为迅速和全面的发展[1]. ”
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