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摘要:针对存在非匹配干扰的非线性系统,设计了一种基于干扰观测器和反步法的非奇异快速终端滑模控制.引
入非线性干扰观测器估计系统的不确定性,利用反步的思想处理高阶非线性系统,从而可以将非线性干扰观测器估
计的干扰值引入反步法的虚拟控制量中,同时设计一种新颖的非奇异快速终端滑模控制律保证系统的收敛速度和
精度.利用Lyapunov函数从理论上证明了所设计的控制器可以保证闭环系统的有限时间收敛. 最后通过数值仿真
验证了所设计的控制方法的有效性.
关键词: 反步法;终端滑模;非线性干扰观测器;非线性系统鲁棒控制
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A novel non-singular fast terminal sliding mode control of
nonlinear systems with uncertain disturbances

YANG Xiao-qian†, LI Jian, DONG Yi
(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha Hunan 410073, China)

Abstract: A novel control scheme of non-singular fast terminal sliding mode control (NFTSMC) based on nonlinear
disturbance observer (NDO) and back-stepping method is proposed for a class of nonlinear system with multiple uncertain
disturbances. The uncertainty of the system can be estimated by nonlinear disturbance observer online. And the back-
stepping method is used to deal with high order nonlinear systems with uncertainties. A novel non-singular fast terminal
sliding controller is designed for the last step which can promise the finite time convergence and improve the steady state
precision. Also, all of the disturbances estimated by the NDO are introduced into the design of virtual control laws in each
step to compensate the uncertain disturbances. Under the proposed terminal sliding mode control method, the finite time
convergence of all closed-loop signals is guaranteed via Lyapunov analysis. Finally, a simulation example is applied to
demonstrate the efficacy of the proposed composite control method.

Key words: back-stepping method; terminal sliding-mode; nonlinear observer and filter design; robust control of non-
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,存在不确定性的非线性系统控制问题得

到了广泛关注,并取得了大量的研究成果[1–3]. 文献
[4]提出了有限时间的终端滑模控制方法并受到广泛
的关注. 然而,通常意义上的终端滑模控制有两大局
限:一是控制过程中的奇异问题;二是当系统状态离
平衡点较远时,系统状态的收敛速率较慢. 为了解决
控制过程中的奇异问题,文献[5]提出了非奇异终端滑
模控制的方法,并验证了方法的有效性. 为了解决收
敛速率的问题,文献[6]提出了一种快速终端滑模控制
的方法,即使在系统状态远离平衡点的位置都能收获
较快的收敛速度.综合两种控制方法的优越性,文献
[7]提出了非奇异快速终端滑模控制 (non-singular fast

terminal sliding mode control, NFTSMC)的概念. 然而
这些控制方法通常只适用于不确定误差满足匹配条

件的情况. 在实际的控制应用中,干扰和不确定量常
常出现在没有控制输入的通道,此时便不能满足匹配
条件.文献[8–9]考虑了非匹配干扰的问题,通过使用
干扰观测器来估计匹配干扰,对非匹配干扰仅仅通过
控制方法的鲁棒性来被动消除.文献[10]针对非匹配
干扰的研究,同样也是采用被动消除的策略.这些控
制方法一般还要求非匹配干扰变化较为缓慢,制约了
这类方法的推广.

针对非匹配干扰的研究,反步法是一种简单高效
的控制策略.反步法通过分步求解虚拟控制变量来降
低控制系统的阶数,可以解决高阶非线性系统的控制
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问题.传统的反步法需要不断对虚拟控制变量求导,
容易出现“微分爆炸”的问题,阻碍了反步法的实际
应用[11]. 为此,文献[12]引入了指令滤波的控制方式,
可以获得较为平滑的控制指令和指令导数,扩大了反
步法的应用范围.同时,为了更主动地估计干扰和不
确定量,基于非线性干扰观测器的控制方法被广泛地
应用于机器人[13]、电机系统[14]、BTT导弹[15]、直升

机[16]、高超声速飞行器[17]和其他常见不确定系统[18]

的控制问题中,控制效果较为满意. 文献[19]提出了
一种基于非线性干扰观测器(nonlinear disturbance
observer, NDO)的L2滤波反步控制的方法,然而误差
收敛的速度较慢. 为了提高收敛的速度,本文设计了
一种快速终端滑模控制方法,在保证收敛精度的同时
可以获得更快的收敛速率.

本文以含有非匹配干扰的非线性系统为研究对象,
提出了基于非线性干扰观测器和反步法的快速终端

滑模控制方法. 首先通过应用含有指令滤波的反步法
处理非匹配干扰的高阶系统,同时使用非线性干扰观
测器估计每个通道干扰值的大小,并对反步法得到的
虚拟控制变量进行修正;然后设计非奇异终端滑模控
制方法提高整个控制系统的收敛速度.整个控制系统
的稳定性可以通过Lyapunov函数得以证明,仿真结果
表明该设计方法对非匹配干扰具有很好的抑制能力.

2 问问问题题题描描描述述述和和和准准准备备备(Problem formulation and
preliminaries)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下含有未知扰动的多输入多输出的高阶不

确定非线性系统:
ẋi = fi(x) + gi(x)xi+1+di(t),

i = 1, · · · , n− 1,

ẋn = fn(x) + gn(x)u+ dn(t),

y = x1,

(1)

其中: x = [x1,x2, · · · ,xn]
T是系统的可测量状态变

量, fi(x)和gi(x)是关于系统状态x的非线性已知函

数, u是系统输入, y是系统输出, di是系统不确定和

外部干扰的组合.

假假假设设设 1 gi(x)非奇异;

假假假设设设 2 复合干扰di连续并且满足

∥ḋi(t)∥ 6 δi, i = 1, 2, · · · , n, (2)

其中δi为未知正数.

2.2 非非非线线线性性性干干干扰扰扰观观观测测测器器器(Nonlinear disturbance ob-
server)
在控制律设计的过程中,需要对复合干扰进行估

计.参考文献[20],第i个通道的非线性干扰观测器可

以设计为

d̂i = zi + pi(x),

żi = −Li(x)(d̂i + fi(x) + gi(x)xi+1),

i = 1, · · · , n− 1,

d̂n = zn + pn(x),

żn = −Ln(x)(d̂n + fn(x) + gn(x)u), (3)

其中: d̂i是实际干扰di的预测值, zi是NDO的内部辅
助变量. pi(x)是需要设计的非线性函数,观测器增

益Li(x)满足Li(x) =
∂pi(x)

∂xi

.

针对系统(1)设计的干扰观测器(3)的观测误差可
以表示为

eNDOi = d̂i − di. (4)

定定定理理理 1 针对不确定系统(1),如果干扰满足假
设2,则式(3)所示的NDO的观测误差一致最终有界,
并且观测误差以(1/2)(1− θ)λmin(Li(x))的指数收敛

到δi/(θλmin(Li(x)))的闭球中(θ ∈ (0, 1)).

证证证 对观测误差eNDOi求导可得

ėNDOi =
˙̂
di − ḋi = żi + ṗi(x)− ḋi =

−Li(x)(d̂i − di)− ḋi =

−Li(x)eNDOi − ḋi. (5)

定义Lyapunov函数

V =
1

2
eTNDOi

eNDOi
, (6)

求导可得

V̇ = eTNDOi
ėNDOi

=

eTNDOi
(−Li(x)eNDOi − ḋi) 6

−λmin(Li(x))∥eNDOi∥2 + δi∥eNDOi∥ =

−(1− θ)(Li(x))∥eNDOi∥2 −
θ(Li(x))∥eNDOi∥2 + δi∥eNDOi∥, (7)

其中θ ∈ (0, 1).

因此可得

V̇ 6 ϖ, ∀∥eNDOi∥ > δi
θλmin(Li(x))

, (8)

其中ϖ = −(1− θ)λmin(Li(x))∥eNDOi∥2.

积分可得

V 6 V (t0)exp(ϖt), ∀∥eNDOi∥ > δi
θλmin(Li(x))

.

(9)

根据式(6)可得

∥eNDOi
∥ 6

√
2V (t0)exp(

1

2
ϖt),

∀∥eNDOi
∥ > δi

θλmin(Li(x))
, (10)

从而可得

∥eNDOi
∥ 6

√
2V (t0)exp(

1

2
ϖt) +
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δi
θλmin(Li(x))

, ∀t > 0. (11)

因此,观测误差eNDOi
一致最终有界,并且观测误

差以ϖ/2即 (1/2)(1− θ)λmin(Li(x))的指数收敛到

δi/θλmin(Li(x))的闭球中. 证毕.

注注注 1 根据上面的分析,选择一个合适的非线性函数

可以保证观测误差的指数级收敛, pi(x)是非线性干扰观测器

设计的关键.在实际的设计工作中,可以先选择一个合适的观

测器增益Li(x),而后通过积分得到pi(x). Li(x)的选择也

很关键,选择相对较大的值可以提高收敛速度,并且随着观测

器增益的增大,最后收敛的闭球会越来越小,稳态误差越来越

小. 但是Li(x)过大也会使得NDO的观测能力下降,甚至产

生新的干扰信号.在实际应用过程中,一般采用“试错”的策

略确定观测器增益.

3 非非非奇奇奇异异异快快快速速速终终终端端端滑滑滑模模模控控控制制制 (Non-singular
fast terminal sliding mode control)

3.1 控控控制制制律律律设设设计计计(Control law design)
为了克服微分爆炸的问题,在滤波反步法中定义

如下所示的一阶滤波器:

τ ẋic + xic = x̄ic, xic(0) = x̄ic(0), (12)

其中: τ是滤波器常数, x̄ic和xic分别是指令信号和实

际输入指令信号. τ过大可能导致系统失稳,过小可能
产生较大的幅值和相位畸变.通常来说, 0.01 6 τ 6
0.05是比较合适的选择[21].

此时跟踪误差可以定义为

ei = xi − xic. (13)

系统控制目标变为通过控制律设计,保证系统跟
踪误差趋近于0,也就是实现实际输入指令xi对名义

控制指令xic的精确跟踪.

步步步骤骤骤 1 考虑闭环系统(1)的第1个子系统,跟踪
误差的导数可以表示为

ė1 = ẋ1 − ẋ1c =

f1(x) + g1(x)x2+d1(t)− ẋ1c, (14)

从而可以设计名义控制变量x̄2c为

x̄2c = −g1(x)
−1
(k1e1 + f1(x) +

d̂1(t)− ẋ1c). (15)

为了获得名义控制变量x̄2c的估计值以及其导数,
可以引入如式(12)所示的一阶滤波器. 同时定义指令
滤波误差为

ξ1 = x2c − x̄2c. (16)

将式(15)代入式(14)可得

ė1 = −k1e1 + g1(x)(e2 + ξ1) + eNDO1. (17)

步步步骤骤骤 2 考虑闭环系统(1)的第i个子系统(其中
i 6 n− 1),跟踪误差的导数可以表示为

ėi = ẋi − ẋic =

fi(x) + gi(x)xi+1+di(t)− ẋic, (18)

从而可以设计名义控制变量x̄i+1c为

x̄i+1c = −gi(x)
−1
(kiei + fi(x) +

d̂i(t) − ẋic). (19)

为了获得名义控制变量x̄i+1c的估计值以及其导

数,可以引入如式(12)所示的一阶滤波器. 同时定义指
令滤波误差为

ξi = xi+1c − x̄i+1c. (20)

将式(19)代入式(18)可得

ėi = −kiei + gi(x)(ei+1 + ξi) + eNDOi
. (21)

步步步骤骤骤 3 考虑闭环系统(1)的第n个子系统,跟踪
误差的导数可以表示为

ėn = ẋn − ẋnc =

fn(x) + gn(x)u+dn(t)− ẋnc. (22)

为了确保系统变量能够在有限时间收敛到平衡位

置同时避免奇异问题,本文设计了一种新的终端滑模
面

S = σ + aσγ + bσ̇λ, (23)

其中: σ=
w t

0
en(τ)dτ , γ = g/h, λ = p/q, p, q, g, h是

正奇数,同时满足1 < λ < 2, γ > λ, a和b是已知正

定矩阵.

当系统状态远离平衡位置时,误差积分σ的高阶

项起主要作用,此时系统状态可以以较快的速度收敛
到平衡位置附近,而后,误差积分项σ起到主要作用,
保证误差以较快速率收敛到0. γ和λ都设置为比1大

的数,避免对滑模面求导数时出现负的指数项,从而
避免了奇异问题的发生.

同时,参考文献[22],引入终端吸引因子,避免了
较大幅度的抖振问题.根据本文设计的非奇异快速终
端滑模控制的特点,设计吸引因子Q为Q = bλeλ−1

n ,
因此可得

Ṡ = −Q(ηS + µSm/n), (24)

其中: η,µ是正定矩阵, m,n是正奇数,同时满足0 <

m/n < 1.

综合式(22)–(23)和式(24),非奇异快速终端滑模
的输入为

u = −gn(x)
−1
(fn(x) + d̂n(t)− ẋnc +

(λb)
−1
(γa(

w t

0
en(τ)dτ)

γ−1

e2−λ
n +

e2−λ
n ) + ηS + µSm/n). (25)
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3.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Convergence analysis)
引引引理理理 1 对于任意向量x,y ∈ Rn,满足下面的

不等式[23]:

xTy 6 εp

p
∥x∥p + 1

qεq
∥y∥q, (26)

其中: ε > 0, p > 0, q > 1并且满足(p− 1)(q− 1) =

1. 当 p = q = 2, ε2 = 2时,不等式变为xTy 6 ∥x∥2

+0.25∥y∥2.

定定定理理理 2 对于满足假设1和假设2,虚拟输入为
式(15)和式(19),实际控制输入为式(25)的任意非线性
系统,系统状态可以在有限时间到达平衡位置.

证证证 定义Lyapunov函数

V =
n∑

i=1

Vi, (27)

其中:

Vi =
1

2
(eT

i ei + ξT
i ξi + eT

NDOi
eNDOi

),

i = 1, · · · , n− 1,

Vn =
1

2
(STS + eT

NDOneNDOn).

对Vi(其中i 6 n− 1)求导可得

V̇i = eT
i ėi + ξT

i ξ̇i + eT
NDOi

ėNDOi
=

eT
i (−kiei + gi(x)(ei+1 + ξi)+

eNDOi
) + ξT

i ξ̇i + eT
NDOi

ḋi+

eT
NDOi

Li(x)eNDOi
. (28)

对ξi求导可得

ξ̇i = ẋi+1c − ˙̄xi+1c =

ẋi+1c +
∂gi(x)

−1

∂x
ẋ(kiei + fi(x)+

d̂i(t)− ẋic) + gi(x)
−1
((kiėi+

fi(x)

∂x
ẋ+

˙̂
di(t)− ẍic)). (29)

由式(29)可得

∥ξ̇i∥ 6 φi(ei,fi, d̂i, ẋi+1c, ẋ, ẋic, ẍic), (30)

其中φ(ei,fi, d̂i, ẋi+1c, ẋ, ẋic, ẍic)是连续未知函数.

根据引理1,将式(30)代入式(28)可得

V̇i 6 −λmin(ki − 2I)∥ei∥2 +
φ2

i

4
+

eT
i gi(x)ei+1 + δ2i+

(
∥gi(x)∥2

4
+ 1)∥ξi∥2−

λmin(Li(x)−
1

2
I)∥eNDOi

∥2 6

−ζiVi +
φ2

i

4
+ eT

i gi(x)ei+1 + δ2i 6

−ζiVi + eT
i gi(x)ei+1 + Γ , (31)

其中:

ζi = min(2λmin(ki − 2I), 2(−∥gi(x)∥2

4
− 1),

2λmin(Li(x)−
1

2
I)),

Γ =
φ2

i

4
+ δ2i ,

从而
n−1∑
i=1

Vi 6
n−1∑
i=1

(−ζiVi + Γ + eT
i gi(x)ei+1). (32)

对Vn求导可得

V̇n = STṠ + eT
NDOnėNDOn =

ST(fn(x) + d̂n(t)− ẋnc+

(λb)
−1
(γa(

w t

0
en(τ)dτ)

γ−1

e2−λ
n +

e2−λ
n )))− eT

NDOn(Ln(x)eNDOn + ḋn).

(33)

根据引理1,将式(25)代入式(33)可得

V̇n = STeNDOn − STηS − STµSm/n −
eT
NDOnLn(x)eNDOn − eT

NDOnḋn 6
−λmin(η − I)∥S∥2 + δ2n −

λmin(Ln(x)−
1

2
I)∥eNDOn∥2 −

λmin(µ)∥S∥(m+n)/n 6
−2ζnVn + δ2n, (34)

其中: ζn=min(λmin(η−I), λmin(Ln(x)−(1/2)I)),
(m+ n)是偶数, ∥S∥ ̸= 0并且∥S∥(m+n)/n > 0. 变量
满足η > I , µ > 0, Ln(x) > (1/2)I ,因此有

Vn(t) 6
δ2n
2ζn

+ (Vn(0)−
δ2n
2ζn

)e−ζt.

根据前面的分析, Vn(t)一致最终有界,从而系统
状态将会收敛到快速终端滑模面S = 0. 当系统状态
收敛到滑模面时,误差积分σ和误差积分的导数σ̇也

将趋近于0,也就是说误差en将会在有限时间内收敛

到0.

当误差σ̇在有限时间趋近于0时,由式(31)可得

V̇n−1 6 −ζn−1Vn−1 + Γ. (35)

等式两边同时乘以eζt,积分可得

Vn−1(t) 6
Γ

ζn−1

+ (Vn−1(0)−
Γ

ζn−1

)e−ζt. (36)

由此可知Vn−1(t)一致最终有界同时en−1有限时

间内收敛到0,同理可证ei在有限时间内收敛到0. 从
而可以证明整个系统的跟踪误差在有限时间内收敛

到0,可知系统状态在有限时间内收敛到平衡位置,至
此得证闭环系统是稳定的. 证毕.
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4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulations and discussion)
为了论证本文设计方法的有效性,考虑带有非匹

配干扰的三阶不确定系统[19]
ẋ1 = x2 + d1,

ẋ2 = x3 + d2,

ẋ3 = x1x2x3 + u+ d3,

y = x1,

(37)

其中复合干扰满足
d1 =

x2
1

20
+ 5 sin(5πt+

π

2
),

d2 = 10 cos(2πt+
π

2
) + 5t,

d3 =
x1x2

5
+ 25 sin(0.5πt+

π

2
).

(38)

假设系统初始状态为[0 0 0],分别选择方波和正
弦波作为参考输入. 方波上升沿在 0.5 s,下降沿在
1.5 s. 正弦波输入满足yr = 10 sin(2πt+ π/2). 设计
控制参数如表1所示.

表 1 控制系统参数
Table 1 Control system parameters

τ1 = 0.01 k2 = 22 q = 5

τ2 = 0.01 a = 5 η = 5

l1 = 80 b = 5 µ = 0.05

l2 = 80 g = 5 m = 3

l3 = 80 h = 3 n = 5

k1 = 22 p = 7

为了验证本文所设计的非奇异终端滑模控制方法

(NFTSMC)的优越性,下面与文献[19]设计的L2滤波

反步方法进行对比. 图1–3表示两种不同控制方法的
观测误差,其中观测误差定义为NDO估计误差与实际
复合干扰的差. 可以看出本文设计的控制方法使得
NDO的观测误差迅速收敛到较小的区间内,而文献
[19]设计的方法观测误差收敛速度较慢.

图 1 第1级子系统NDO观测误差对比

Fig. 1 First NDO estimation error

图 2 第2级子系统NDO观测误差对比

Fig. 2 Second NDO estimation error

图 3 第3级子系统NDO观测误差对比

Fig. 3 Third NDO estimation error

图4–5与图6–7分别选择方波信号和正弦信号作为
参考输入,同时对比研究两种控制方法的输出响应和
跟踪误差.

图 4 方波作为参考输入时不同方法控制下的系统响应
Fig. 4 Output responses with rectangular shape commanded

input under different control laws
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图 5 方波作为参考输入时不同方法控制下的跟踪误差
Fig. 5 Tracking error with rectangular shape commanded

input under different control laws

图 6 正弦波作为参考输入时不同方法控制下的系统响应
Fig. 6 Output responses error with sinusoidal signal com-

manded input under different control laws

图 7 正弦波作为参考输入时不同方法控制下的跟踪误差
Fig. 7 Tracking error with sinusoidal signal commanded

input under different control laws

图4–7中“NFTSMC”表示含有NDO估计复合干
扰NFTSMC方法的响应和跟踪误差,“NFTSMC*”
表示没有NDO估计复合干扰的NFTSMC方法的响应

和跟踪误差. 可以看出,和L2滤波反步方法相比,本文
设计的NFTSMC方法响应速度更快,跟踪误差收敛
到0的时间更短. 即使在没有NDO估计的情况下,
NFTSMC方法的响应依然比L2滤波反步方法的响应

速度快,跟踪误差收敛到0的时间也很短,说明本文设
计的NFTSMC方法有很强的鲁棒性,可以保证一定干
扰的稳定性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类含有多种未知非匹配干扰的非线性

系统,利用滤波反步法的思想通过分步求解虚拟控制
变量,将高阶系统的设计问题分解为一系列低阶子系
统的控制律设计问题,消除了非匹配干扰的现象,引
入了非线性干扰观测器对复合干扰进行估计,从而对
滤波反步方法得到的虚拟控制变量进行修正,同时设
计了一种新的非奇异快速终端滑模面,确保系统跟踪
误差可以在有限时间内收敛. 整个系统的稳定性通过
Lyapunov函数得以证明,最后通过与L2滤波反步方法

进行对比,证明了本文设计的方法的优越性.
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