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摘要:研究了具有数据包丢失和随机不确定性离散随机线性系统的状态估计问题.其中数据包丢失是随机的,且
满足Bernoulli分布,系统矩阵中的随机不确定性由一个白色乘性噪声来描述. 首先,通过配方方法,提出了最小均方
意义下的无偏最优线性递推满阶滤波器. 所提出的滤波器用到了当前时刻和最近时刻接收到的观测来保证线性最
优性. 与多项式滤波和增广滤波器相比,本文的滤波器具有较小的计算负担. 然后,基于所获得的线性滤波器推导
了线性最优预报器和平滑器. 进一步研究了线性最优估值器的渐近稳定性,给出了稳态特性存在的一个充分条件.
最后,通过两个仿真例子验证了所提估计算法的优越性.
关键词: 线性最优估值器;随机不确定系统;乘性噪声;丢包;稳态估计
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Linear optimal full-order estimators for discrete-time stochastic
uncertain systems with packet losses

MA Jing1, SUN Shu-li2†
(1. School of Mathematics Science, Heilongjiang University, Harbin Heilongjiang 150080, China;
2. School of Electronic Engineering, Heilongjiang University, Harbin Heilongjiang 150080, China)

Abstract: We investigate the state estimation problem for discrete-time stochastic linear systems with packet losses and
stochastic uncertainties. Packet losses are random with Bernoulli distribution, and the stochastic uncertainties in system
matrix are represented by white multiplicative noises. Firstly, the unbiased optimal linear recursive full-order filters in
the least-mean-squares (LMS) sense are designed via the method of completing square. The proposed filters employ the
measurements received at the present instant and the last instant to guarantee the linear optimality. It is shown that the
derived linear filters have less computational burden when compared with polynomial filters and augmented filters. Then,
the linear optimal predictor and smoother are also given on the basis of the linear filters. Further, the asymptotic stability
of the linear optimal estimators is studied. A sufficient condition to guarantee the steady-state property is obtained. Finally,
we use two simulation examples to demonstrate the advantages of the derived estimation algorithms.

Key words: linear optimal estimator; stochastic uncertain system; multiplicative noise; packet loss; steady-state estima-
tor

1 引引引言言言(Introduction)
近年来,网络化控制系统中的状态估计问题引起

了人们的广泛关注[1–3]. 然而,在网络系统中,由于网
络的承载能力和通信带宽有限,估值器端接收到的观
测数据不可避免地存在时间延迟和数据包丢失,并且
这种时间延迟和数据丢失通常是随机的.

对带有随机数据包丢失系统,文献[4]提出了依赖
表示数据包丢失的随机变量值的间断观测Kalman滤
波器(IKF).但滤波器的增益需要在线计算,不存在稳
态特性. 文献[5]应用线性矩阵不等式(LMI)方法提出
了稳态H2先验次优滤波器. 对于文献[5]的丢包模型,

文献[6–7],应用新息分析方法分别提出了最优增广滤
波器和满阶滤波器. 文献[8]对带有有界持续丢包系统
提出了最优线性滤波器,文献[9]对带有一步随机滞后
和丢包系统提出了增广的满阶线性滤波器,文献
[10]对带有有界Markov丢包系统,研究了时变Kalman
滤波的峰值协方差的稳定性问题.然而,以上文献并
没有考虑模型中的随机扰动.

在实际中,由于模型化简、参数扰动、非线性系统
的线性化和未建模动态等因素的影响,使系统模型常
常带有一定的不确定性[11]. 这种不确定性通常可分为
确定性参数扰动和随机参数扰动两类. 当系统含有确
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定的参数扰动时,文献[12–14]提出了鲁棒滤波算法.
当系统含有随机参数扰动时,文献[15–17]给出了多项
式滤波器. 然而,多项式滤波是非线性滤波,在线计算
负担较高. 文献[18]求解了H∞估计和控制问题.对同
时带有确定性干扰和随机干扰的系统,文献[11]通
过LMI方法提出了鲁棒滤波器. 然而,文献[11–18]并
没有考虑随机数据包丢失问题.

最近,对同时带有参数扰动和不确定观测系统,文
献[19–20]分别考虑了范数有界不确定性和随机不确
定性的鲁棒滤波问题.在文献[20]中,作者在滤波器的
增益中引入了随机变量来保证滤波器的鲁棒性. 然而,
并未给出随机变量的系数矩阵和方差矩阵的选取方

法. 最近,对于带有随机不确定性和丢包的系统,文
献[21]通过将观测和原始状态扩充为新的增广状态向
量,应用新息分析方法对增广系统提出了最优状态估
值器,因此增加了在线计算负担. 为了减小在线计算
负担,本文将对带有白色乘性噪声和随机数据包丢失
的线性离散随机系统,采用配方方法,设计与原始状
态具有相同阶次的满阶滤波器、预报器和平滑器. 进
一步,对于相应的定常系统,给出了稳态估值器存在
的一个充分条件.所提出的估值器应用了相邻两个时
刻接收到的观测数据来保证滤波器的线性最优性. 而
文献[22]中的经典Kalman滤波仅应用当前时刻的观
测进行递推计算,因此对于本文的带有随机数据包丢
失的观测模型,具有经典Kalman滤波结构的滤波器将
不再满足无偏性.

2 问问问题题题阐阐阐述述述(Problem formulation)
考虑如下带有随机乘性噪声和多丢包的随机离散

线性不确定系统:

xt+1 = (Φ(0)
t +

d∑
r=1

β
(r)
t Φ

(r)
t )xt + Γtwt, (1)

zt = Htxt + vt, (2)

yt = θtzt + (1− θt)yt−1, (3)

其中: xt∈Rn, zt∈Rm, yt∈Rm表示状态向量、观测

输出和估值器端所接收到的观测, wt ∈ Rr和vt ∈ Rm

是零均值的相关白噪声,方差分别为Qw和Qv,协方差
为S;乘性噪声β

(r)
t , r = 1, · · · , d是均值为零、方差

为Qβ(r)的相互独立的标量白噪声,且与其他随机变量
无关; β

(r)
t 表示参数扰动, Φ

(r)
t 表示参数的扰动方向.

此外, β
(r)
t 的零均值属性表示在两个方向的参数扰动

是相同的. θt是概率为P{θt = 1} = α和P{θt = 0}
= 1− α, 0 6 α 6 1的Bernoulli分布的随机变量,且
独立于其他随机变量. 初始状态x0的均值为µ0,方差
为p0,且与θt, wt, vt和β

(r)
t 是无关的.

从数据接收模型(3)可以看出,当θt = 1时, t时刻

的观测zt被接收到. 否则,估值器端将利用最近接收
到的观测yt−1来补偿t时刻丢失的观测. 所以,模型(3)

描述了网络传输中可能存在的随机丢包现象. Φ
(0)
t ,

Γt和Ht是具有适当维数的已知矩阵. 整篇论文中,
E表示数学期望, T表示转置, 0代表具有适当维数的
零矩阵.

目的是基于所接收到的观测序列(yt, · · · , y0),求
线性最小方差意义下的最优估值器x̂t+h|t. 当h = 0时
为滤波器,当h > 0时为预报器,当h < 0时为平滑器.
需要指出的是,本文所设计的滤波器仅仅依靠随机变
量(θt, · · · , θ0)的概率分布,并不依靠它们的具体取
值.

首先将系统(1)–(3)改写为文献[21]中的增广系统

Xt+1 = Φ̃tXt + Γ̃tWt, (4)

yt = H̃tXt + θtvt, (5)

其中:



Xt =

[
xt

yt−1

]
, Wt =

[
wt

vt

]
,

Φ̃t =


Φ

(0)
t +

d∑
r=1

β
(r)
t Φ

(r)
t 0

θtHt (1− θt)Im


 ,

Γ̃t =

[
Γt 0
0 θtIm

]
, H̃t =[θtHt (1− θt)Im].

(6)

噪声统计信息如下:

QW = E[WtW
T
t ] =

E

{[
wt

vt

]
[wT

t vT
t ]

}
=

[
Qw S

ST Qv

]
. (7)

为了方便表达,定义如下符号:



Φ̄t =E[Φ̃t]=

[
Φ

(0)
t 0

α(1−α)Ht Im

]
,

H̄t =E[H̃t]=[α(1−α)Ht Im ],

Φ̃t−Φ̄t =(θt−α)

[
0

H
(1)
t

]
+

d∑
r=1

β
(r)
t

[
Φ

(r)
t 0
0 0

]
,

H̃t−H̄t =(θt−α)H(1)
t , H

(1)
t =[Ht −Im ].

(8)

文献[21]对增广系统(4)–(5)设计了一步预报器
X̂t+1|t =X̂t|t−1+FP

t [yt−H̄tX̂t|t−1]和滤波器X̂t|t =
X̂t|t−1+F f

t [yt−H̄tX̂t|t−1], X̂t|t−1 =[x̂T
t|t−1 yT

t−1]
T,其

中FP
t 和F f

t分别为一步预报增益和滤波增益矩阵. 这
里设计具有如下形式的最优线性满阶滤波器和一步

预报器:

x̂t+1|t = Ktx̂t|t−1 + L
(1)
t yt + L

(2)
t yt−1, (9)

x̂t|t = x̂t|t−1+Lt[yt−αHtx̂t|t−1−(1−α)yt−1].

(10)

初值为x̂0|−1 =µ0. 本文将推导增益矩阵Kt, L
(1)
t ,
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L
(2)
t 和Lt使滤波器满足无偏性和线性最小方差准则,
即 E[x̂t|t−1] = E[xt], E[x̂t|t] = E[xt], 极小化性能指
标tr{E[(x̃t|t−1)(x̃t|t−1)T]}和tr{E[(x̃t|t)(x̃t|t)T]}, 其
中x̃t|t−1 = xt − x̂t|t−1和x̃t|t = xt − x̂t|t分别为一步

预报误差和滤波误差, tr表示矩阵的迹.

注注注 1 由式(9)–(10)可以看到所设计的滤波器应用到

了相邻两个时刻所接收到的观测yt和yt−1,并且一步预报器

(9)具有不同于标准Kalman滤波器的形式x̂t+1|t =Ktx̂t|t−1

+ L
(1)
t yt. 事实上,对于系统(1)–(3)而言,在线性最小方差意

义下,并不存在标准Kalman滤波形式的滤波器,因为当α 6=1,

这种形式的滤波器是有偏的,这一点可以从后面的公式(22)

中看到.

注注注 2 这里所设计的最优线性满阶滤波器(9)–(10)

仅依靠数据包丢失概率α,并不依靠随机变量(θ0, · · · , θt)

的具体取值,这说明本文所设计的滤波器存在稳态,可以离线

计算滤波增益矩阵. 这不同于文献[4]所提出的依靠随机变

量(θ0, · · · , θt)的间断观测Kalman滤波器,文献[4]所提滤波

器不存在稳态,其中滤波器增益矩阵需要在线计算.

3 线线线性性性最最最优优优估估估值值值器器器(Linear optimal estimators)
下面将推导最优线性满阶估值器,在给出主要结

论之前,先给出如下引理.

引引引理理理 1 对于系统 (4)–(5),状态二阶矩 qt =
E[XtX

T
t ]如下计算:

qt+1 = Φ̄tqtΦ̄
T
t + α(1− α)

[
0

H
(1)
t

]
qt

[
0

H
(1)
t

]T

+

d∑
r=1

Qβ(r)

[
Φ

(r)
t 0
0 0

]
qt

[
Φ

(r)
t 0
0 0

]T

+ Qt, (11)

其中

Qt = E[Γ̃tWtW
T
t Γ̃T

t ] =

[
ΓtQwΓT

t αΓtS

αSTΓT
t αQv

]
, (12)

初值为q0 =

[
p0 + µ0µ

T
0 0

0 0

]
.

证证证 见附录A.

3.1 线线线性性性最最最优优优满满满阶阶阶滤滤滤波波波器器器 ( Linear optimal full-
order filters)
定定定理理理 1 线性最优满阶滤波器(9)和(10)的增益

矩阵如下计算:

Kt = Φ
(0)
t − αL

(1)
t Ht, (13)

L
(1)
t = [Φ(0)

t Pt|t−1H
T
t + ΓtS]Λ−1

t , (14)

L
(2)
t = −(1− α)L(1)

t , (15)

Lt = Pt|t−1H
T
t Λ−1

t , (16)

Λt = αHtPt|t−1H
T
t + Qv +

(1− α)H(1)
t qt(H

(1)
t )T, (17)

相应的估计误差方差矩阵分别为

Pt+1|t =

Φ
(0)
t Pt|t−1(Φ

(0)
t )T −

αL
(1)
t Λt(L

(1)
t )T

d∑
r=1

β
(r)
t [Φ(r)

t 0]qt[Φ
(r)
t 0]T +

ΓtQwΓT
t , (18)

Pt|t = Pt|t−1 − αLtΛtL
T
t , (19)

初值为P0|−1 = p0.

证证证 由式(4)–(6)(9),有一步预报误差方程

x̃t+1|t =

Ktx̃t|t−1 − θtL
(1)
t vt + Γtwt +

[Φ(0)
t +

d∑
k=1

β
(k)
t Φ

(k)
t −Kt − θtL

(1)
t Ht −

L
(2)
t − (1− θt)L

(1)
t ]Xt, (20)

为了满足无偏性,要求E[x̃0|−1] = 0,且

E[Φ(0)
t +

d∑
r=1

β
(r)
t Φ

(r)
t −Kt−θtL

(1)
t Ht]=0, (21)

E[L(2)
t + (1− θt)L

(1)
t ] = 0. (22)

这样,由式(21)直接可得到式(13),由式(22)直接可得
到式(15).
将式(13)(15)代入式(20),则式(20)可重写为

x̃t+1|t= Ktx̃t|t−1 − θtL
(1)
t vt + Γtwt +

d∑
r=1

β
(r)
t [Φ(r)

t 0]Xt−(θt−α)L(1)
t H

(1)
t Xt.

(23)

类似地,利用式(5)(8)(10),有如下滤波误差方程:

x̃t|t =(In−αLtHt)x̃t|t−1−Lt[H̃t−H̄t]Xt−θtLtvt,

(24)

应用x̃t|t−1⊥Wt, Xt⊥Wt, E[θt−α] = 0和E[H̃t−H̄t]
= 0,其中⊥表示正交,再对其进行一些简单的推导和
配方,可得如下一步预报误差方差矩阵Pt+1|t =
E[x̃t+1|tx̃T

t+1|t]和滤波误差方差矩阵Pt|t =E[x̃t|tx̃T
t|t]:

Pt+1|t=
d∑

r=1

Qβ(r) [Φ(r)
t 0]qt[Φ

(r)
t 0]T +

Φ
(0)
t Pt|t−1(Φ

(0)
t )T + ΓtQwΓT

t +

α{L(1)
t − [Φ(0)

t Pt|t−1H
T
t + ΓtS]Λ−1

t }Λt ×
{L(1)

t − [Φ(0)
t Pt|t−1H

T
t + ΓtS]Λ−1

t }T −
α[Φ(0)

t Pt|t−1H
T
t + ΓtS]Λ−1

t ×
[Φ(0)

t Pt|t−1H
T
t + ΓtS]T, (25)

Pt|t = Pt|t−1 − αPt|t−1H
T
t Λ−1

t HtPt|t−1 +

α[Lt−Pt|t−1H
T
t Λ−1

t ]Λt ×
[Lt−Pt|t−1H

T
t Λ−1

t ]T, (26)
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其中Λt由式(17)定义.为了极小化Pt+1|t和Pt|t,要求
增益矩阵L

(1)
t 和Lt满足式(14)和式(16). 进而由式(25)

可获得式(18),由式(26)可获得式(19).

3.2 线线线性性性最最最优优优满满满阶阶阶多多多步步步预预预报报报器器器和和和平平平滑滑滑器器器(Linear
optimal full-order multi-step predictor and
smoother)
定定定理理理 2 对于系统(1)–(3),线性最优h–步(h>1)

预报器为

x̂t+h|t = Φ
(0)
t+h−1x̂t+h−1|t, (27)

相应的预报误差方差矩阵为

Pt+h|t= Φ
(0)
t+h−1Pt+h−1|t(Φ

(0)
t+h−1)

T +

Γt+h−1QwΓT
t+h−1 +

d∑
r=1

Qβ(r) [Φ(r)
t+h−1 0]qt+h−1[Φ

(r)
t+h−1 0]T,

(28)

其中初值x̂t+1|t和Pt+1|t由定理1计算.

证证证 对式(1)直接取射影可得式(27),由式(27)可
得式(28),细节略.

定定定理理理 3 对于系统(1)–(3),线性最优h–步(h<0)
平滑器如下计算:

x̂t+h|t = x̂t+h|t−1+Mt+h|t[yt−
αHtx̂t|t−1−(1−α)yt−1], (29)

Mt+h|t = GtH
T
t Λ−1

t , (30)

Pt+h|t = Pt+h|t−1 − αMt+h|tΛtM
T
t+h|t, (31)

Gt = Gt−1K
T
t−1, (32)

其中: Pt+h|t为平滑误差方差矩阵, Mt+h|t为平滑增益

矩 阵,初 值X̂t+h|t+h, Pt+h|t+h和Gt+h = Pt+h|t+h−1

由定理1计算.

证证证 见附录B.

注注注 3 当β
(r)
t = 0和S = 0时,定理1–3便退化为文献

[7]中的结果,当α = 1且β
(r)
t = 0时,定理1–3便退化为标准

Kalman滤波器[22].

4 线线线 性性性 最最最 优优优 稳稳稳 态态态 滤滤滤 波波波 器器器(Linear optimal
steady-state filter)
为了分析上述所提滤波器的稳态特性,考虑如下

相应的线性系统:

xt+1 = (Φ(0) +
d∑

r=1

β
(r)
t Φ(r))xt + Γwt, (33)

zt = Hxt + vt, (34)

yt = θtzt + (1− θt)yt−1. (35)

对系统(33)–(35),类似于定理1,可获得带有常参数的
最优线性一步预报器(9),增益矩阵(13)–(15)和预报误
差方差矩阵(18). 相应的误差方差矩阵(18)和状态二

阶矩(11)可重写为:

Pt+1|t = [Φ(0) − αL
(1)
t H]Pt|t−1[Φ(0) − αL

(1)
t H]T +

Ωt − αΓS(L(1)
t )T − αL

(1)
t STΓT +

αL
(1)
t Rt(L

(1)
t )T, (36)

qt+1 = Φ̄qtΦ̄
T + α(1− α)

[
0

H(1)

]
qt

[
0

H(1)

]T

+

d∑
r=1

Qβ(r)

[
Φ(r) 0
0 0

]
qt

[
Φ(r) 0
0 0

]T

+ Q, (37)

其中:

Ωt =
d∑

r=1

Qβ(r) [Φ(r) 0]qt[Φ(r) 0]T + ΓQwΓT,

Rt = Qv + (1− α)H(1)qt(H(1))T,

Q =
[
ΓQwΓT αΓS

αSTΓT αQv

]
.

为了便于分析,先定义矩阵

A = Φ̄⊗ Φ̄ + α(1− α)
[

0
H(1)

]
⊗

[
0

H(1)

]
+

d∑
r=1

Qβ(r)

[
Φ(r) 0
0 0

]
⊗

[
Φ(r) 0
0 0

]
,

其中⊗为Kronecker积.

定定定理理理 4 对于系统(33)–(35),如果矩阵A的谱半

径ρ(A) < 1,则带任意初始条件q0 > 0的方程(37)的
解qt将收敛于如下Lyapunov方程的唯一半正定解q:

q = Φ̄qΦ̄T + α(1− α)

[
0

H(1)

]
q

[
0

H(1)

]T

+

d∑
r=1

Qβ(r)

[
Φ(r) 0
0 0

]
q

[
Φ(r) 0
0 0

]T

+ Q, (38)

即 q= lim
t→∞

qt. 进一步有 Ω= lim
t→∞

Ωt和 R= lim
t→∞

Rt,

其中:

Ω =
d∑

r=1

Qβ(r) [Φ(r) 0]q[Φ(r) 0]T + ΓQwΓT,

R = Qv + (1− α)H(1)q(H(1))T.

证证证 对于Lyapunov方程(37),如果ρ(A)<1,有q=
lim
t→∞

qt满足式(38)[23].

定定定理理理 5 对于系统(33)–(35),如果ρ(A)<1,且
(Φ(0) − αΓSR−1H, Ω̄)是可稳对,其中Ω̄满足Ω̄Ω̄T

= Ω − αΓSR−1STΓT,则带有任意初始条件P0|−1

> 0的方程(36)的解Pt+1|t将收敛于如下Riccati方程
的唯一半正定解Σ:

Σ = [Φ(0)−αL(1)H]Σ[Φ(0)−αL(1)H]T+Ω−
αΓS(L(1))T−αL(1)STΓT+αL(1)R(L(1))T,

(39)
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即 Σ = lim
t→∞

Pt|t−1. 进而有 L(1) = lim
t→∞

L
(1)
t ,一步预

报器

x̂t+1|t = (Φ(0) − αL(1)H)x̂t|t−1 +

L(1)yt − (1− α)L(1)yt−1 (40)

是渐近稳定的.

证证证 由ρ(A)<1有Φ̄是稳定的,从而Φ(0)是稳定的,
因此(Φ(0), αH)为可检对. 由于(Φ(0)−αΓSR−1H,

Ω̄)是可稳对,且Ω= lim
t→∞

Ωt, R= lim
t→∞

Rt,由Kalman

滤波理论[22]知,带有任意初值P0|−1 > 0的方程(36)
的解将收敛于方程(39)的唯一半正定解Σ. 进一步可
知Φ(0) − αL(1)H是稳定矩阵,这意味着一步预报
器(40)是渐近稳定的.

注注注 4 由一步预报的稳态特性,可获得所设计的滤波

器、h-步预报器和平滑器也具有稳态特性.

注注注 5 由定理1–4知,所设计的滤波器是线性的、递推

的,且与原系统具有相同的维数. 在满足一定的条件时,所提

出的滤波器具有稳态特性. 因此,所提出的滤波器能够减小

在线计算负担,便于实时应用.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation research)
现在用两个例子来说明本文所提算法的有效性.

所有的仿真图都是由200次Monte-Carlo仿真实验给
出的结果.例1是文献[24]中的不间断电源系统,例2
是文献[20]中的数值例子. 在例2中给出了本文算法
与文献[20]中算法的精度比较.

例例例 1 考虑文献[24]中的带有1 kVA的不间断电
源系统,当采样周期为10 ms时,相应的离散模型为:

xt+1 =








0.9226−0.6330 0
1 0 0
0 1 0


+

βt




0.1 0.05−0.05
0.2 0.1 0.3
0.5 0.3 0.2








xt+




0.5
0

0.2


wt, (41)

zt = [20.738 20.287 0]xt + vt, (42)

yt = θtzt + (1− θt)yt−1, (43)

其中观测噪声vt与系统噪声wt是相关的,且满足关
系vt = cwt + γt,其中c为相关系数,γt为零均值的且

与wt独立的白噪声. 本文的目的是寻求线性最优滤波
器x̂t|t,两步预报器x̂t|t−2和一步固定滞后平滑器

x̂t|t+1.

仿真中取c = 0.6, Qw = 1, Qγ = 1, α = 0.8, Qβ

= 0.1,初 值x̂0|−1 = 0和P0 = 0.1I3,其 中I3是3× 3
的单位阵. 图1给出了滤波器的跟踪性能曲线,其中
图(a)–(c)分别表示第1状态分量、第2状态分量和
第3状态分量. 图2和图3分别给出了估计误差方差随

数据接收率α和干扰噪声方差Qβ的变化曲线.从图中
可以看出,平滑器的估计性能好于滤波器,滤波器的
估计性能好于预报器,且α越大估计精度越高, Qβ越

大估计精度越低. 进一步,比较了所提出的滤波器与
文献[4]的间断观测Kalman滤波(IKF)的性能比较曲
线.从图4中,可以看出IKF的滤波误差方差是时变的,
且围绕本文所提稳态滤波误差方差曲线上下波动,因
此IKF不具有稳态特性.

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量

(c) 第3状态分量
图 1 α = 0.8和Qβ = 0.1时的最优线性滤波器

Fig. 1 Linear optimal filter with α = 0.8 and Qβ = 0.1
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(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量

(c) 第3状态分量
图 2 0.1 6 α 6 1和Qβ = 1时的稳态估计误差方差

Fig. 2 Steady-state estimation error variances with

0.1 6 α 6 1 and Qβ = 1

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量

(c) 第3状态分量
图 3 α = 0.8和0.1 6 Qβ 6 1.5时的稳态估计误差方差

Fig. 3 Steady-state estimation error variances with α = 0.8

and 0.1 6 Qβ 6 1.5

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量
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(c) 第3状态分量
图 4 当α = 0.8和Qβ = 1时两种滤波误差方差的比较

Fig. 4 Comparison of the variances for two filters with

α = 0.8 and Qβ = 1

例例例 2 下面采用文献[20]中的例子,进一步验证
所提算法的有效性:

xt+1 =

{[
0.3 0.7
0.2 0.6

]
+βt

[
0.1 0.05
0.2 0.1

]}
xt+

[
0.5
1

]
wt,

(44)

其中wt, vt, βt是相互独立的白噪声. 仿真中取Qw =
0.3, Qv = 0.3, H = [0.5 1], Qβ = 0.1, α = 0.5.

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量
图 5 两种一步预报器的跟踪性能比较

Fig. 5 Comparison of the tracking performance for

two predictors

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量
图 6 两种一步预报器的均方误差比较

Fig. 6 Comparison of the MSEs for two predictors

(a) 第1状态分量

(b) 第2状态分量
图 7 两种一步预报器随α变化的累计均方误差比较

Fig. 7 Comparison of the accumulated mean squares errors
for two one-step predictors versus α
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在这个例子中,本文与文献[20]中的例子进行了
比较. 图5给出了真实状态、本文的一步预报器和文献
[20]中一步预报器的跟踪性能曲线,图(a)和图(b)分别
代表状态的第1分量和第2分量. 图6给出了两种预报

器的均方误差(MSE)比较曲线即
1

200

200∑
i=1

(x̂(i)
j,t−x

(i)
j,t)

2
,

j = 1, 2, 3,其中j表示第j个状态分量, i表示第i次实

验. 图7给出了从1到100的累计均方误差随α变化的

曲线.从图5–7中可以看出,当有数据包丢失时,由于
本文利用了最近接收到的观测而文献[20]仅用到了噪
声,因此本文的预报器具有更高的估计精度.

6 结结结论论论(Conclusions)
对带有随机乘性噪声扰动和随机数据包丢失的线

性离散随机系统,通过配方方法,提出了线性最小方
差意义下的线性最优满阶滤波器、预报器和平滑器.
所提出的线性最优满阶估值器具有不同于标准

Kalman滤波器的结构,它依靠相邻两个时刻接收到的
观测来保证线性最优性. 估值器通过计算一个Riccati
方程和一个Lyapunov方程获得. 进一步,分析了所提
估值器的稳态特性. 给出了稳态估值器存在的一个充
分条件.需要指出的是,本文只考虑了系统矩阵中存
在随机干扰的情形,对于干扰项出现在状态方程的各
个矩阵中的更一般的情形是将来要研究的一个课题.
同时,对于同时受限于随机时滞、随机丢包和随机干
扰的系统的滤波问题也是一个非常有意义的研究课

题.
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附附附录录录 A 引引引理理理的的的证证证明明明(Appendix A: Proof of
Lemma)

由式(4),有

Xt+1 = Φ̄tXt + (Φ̃t − Φ̄t)Xt + Γ̃tWt, (1a)

应用E[Φ̃t − Φ̄t] = 0, E[β
(r)
t ] = 0, β

(r)
t ⊥β

(j)
t , r 6= j, r, j =

1, · · · , d和Xt⊥Wt ,有如下状态二阶矩:

qt+1 = E[Xt+1XT
t+1] =

Φ̄tqtΦ̄
T
t + E[Γ̃tWtW

T
t Γ̃T

t ] +

E{(θt − α)2
"

0

H
(1)
t

#
XtX

T
t

"
0

H
(1)
t

#T

}+
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E{
dP

r=1
(β

(r)
t )

2{
"

Φ
(r)
t 0

0 0

#
XtX

T
t

"
Φ

(r)
t 0

0 0

#T

}}, (2a)

进一步容易获得

Qt = E[Γ̃tWtW
T
t Γ̃T

t ] =

E{
"

ΓtQwΓT
t θtΓtS

θtS
TΓT

t θ2
t Qv

#
} =

"
ΓtQwΓT

t αΓtS

αSTΓT
t αQv

#
, (3a)

将式(3a)带入(2a),可得式(11).

附附附录录录 B 定定定理理理3的的的证证证明明明(Appendix B: Proof of
Theorem 3)

由射影理论[22],可直接得到式(29). 由式(6)–(8)和(29),
可得如下平滑误差方差:

x̃t+h|t = x̃t+h|t−1 −Mt+h|t(H̃t − H̄t)Xt −
θtMt+h|tvt − αMt+h|tHtx̃t|t−1, (4a)

利用[H̃t − H̄t] = 0, x̃t|t−1⊥vt以及x̃t+h|t−1⊥vt,有如下平
滑误差方程:

Pt+h|t =

Pt+h|t−1 − αE[x̃t+h|t−1x̃T
t|t−1]H

T
t MT

t|t+h −
αMt+h|tHtE[x̃t|t−1x̃T

t+h|t+h−1] +

α(1− α)Mt+h|tH
(1)
t qt(H

(1)
t )TMT

t+h|t +

αMt+h|tQvMT
t+h|t+α2Mt+h|tHtPt|t−1HT

t MT
t+h|t,

(5a)

其中Gt = E[x̃t+h|t−1x̃T
t|t−1] = E[xt+hx̃T

t|t−1]. 由式(23),应
用

E[θt−1 − a] = 0, E[β
(r)
t ] = 0,

E[β
(r)
t ] = 0, E[(θt−1 − a)θt−2] = 0,

x̂t+h|t−1⊥x̃t|t−1, xt+h⊥wt−1以 及xt+h⊥vt−1, (h < 0),可
得到式(32). 通过配方,式(5a)进一步可写为

Pt+h|t = Pt+h|t−1 − αGtH
T
t Λ−1

t HtG
T
t +

α[Mt+h|t−GtH
T
t Λ−1

t ]Λt[Mt+h|t−GtH
T
t Λ−1

t ]T,

(6a)

其中Λt由式(17)所定义.由式(6a)可得(31).
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