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Abstr~ ：Themethod dct盯I】 Ilethe shape of soldification shellin妇 pm ssof confinutx~castingof steelis smdivd． 

By esmblis／fiag the nmdcl of smble tel 目an】le field，with the observation of fi and second boundary value OI1妇 e．x~'ior of 

妇 ingo~，the tI1m method idenufythe share of solidification shellis givenwithboundary variationin existingobservation 

condition．N~ caltest show~thatthemetht~ is valid． 
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1 背景与模型(Background and mode1) 

在钢铁工业连铸过程的研究中，对结晶器内温 

度场的研究计算是一个很活跃的专题 ．其原因一 

由于铸坯在结晶器内的凝结状况直接影响着产品的 

质量；另一方面由于在高温环境下观测条件的限制． 

研究难度比较大 钢水浇人上下开口形如长方体的 

结晶器，在其内部由于冷却作用而形成一个内部为 

液体凝固坯壳 ．传统的计算方法是给出铸坯表面热 

流密度的经验公式．并以此作为求解二维凝固温度 

场的边界条件；由此确定铸坯的温度分布及凝壳形 

状 l2J ．但实际环境很复杂，经验公式往往不能反 

映实际的工作过程，根据实际的观测，确定铸坯的温 

度分布就显得十分有意义 作者在对此问题的研究 

中，讨论了根据实际观测确定铸坯表面热流密度的 

方法 4 由于实际观测点只能取在有限层面上，只能 

在置电偶的观测层面上确定凝壳形状．在本文中我 

们将利用对铸坯外部边界的第一，二类边界条件，讨 

论在稳定工作状态下，确定凝壳形状的辨识方法 

讨论方坯连铸的情况，由于外部冷却强度很高． 
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Fig 1 I he ingot S~CtlOtl 

可忽略上下方向的热传导．而在置热电偶一个观测 

层面上建立二维热传导模型．考虑到温度分布的对 

称性．在其 1／4部分建立模型，得到如下系统； 

v-(K(“)vⅡ)=0，( l， 2)∈ n， (1) 

竽 ：0， (2) 
n Ir

0 

器 =g( 2)， (3) 
Ⅱlr= ， (4) 

“lr=l厂( l， 2) (5) 

如图 1，r ：DE，r1=AB U BC， =DA U EC； 
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(Ⅱ)为导热系数，为已知函数；舞为外法向导数； 
为凝固温度，显然 为“在区域历上的最大筐； 

_厂( l， 2)，g( l， 2)均为已知函数；而曲线 r形状 

和位置均未知待辨识；v为梯度算子；由温度分 

的对称性(2)成立 我们的问题是在式(1) (5)中 

如何确定曲线 r的形状． 

对问题(1)～(4)的适定性，当r为简单连续曲 

线及 g( 。， 2)适当光滑时，可保证式(1)～(4)有 

解 ”∈ C (n)n c (n) 

考虑到方程(1)为非线性方程，引入变换 ：； 
r 

l K( )d ．这时，系统(1)～(5)化为： 
J 8 

△ ：0，( 1， 2)∈n， (6) 

1 =0， (7) 

I =g( 2) (，( 2)) G( 2)，(8) 

r r 

I r=I ( )d ， (9) 

I r ： ( )d F( 2)． (10) 

以下我们将对系统(6)一(10)讨论 r的可辨识 

性及辨识算法． 

2 可辨识性及辨识方法(Identifibility and i． 

geniitic．onmethod) 

在这一节中先证明系统(6)一(10)中的曲线 r 

的唯一性．有如下结论(限于篇幅略去证明)： 

定理 l 对系统(6)～(10)，边界曲线 r可由 

『‘=F( l， 2)及 IF=G( l— 2)唯一决定． 
注 当 不在未知曲．线r上为常数时

，不能饵： 

证 r的唯一性． 

将 I r ：r(x，， 2)，即系统(10)视为观测输 

出量，由此给出最小二乘指标泛函： 

J( )：J [ (r)一F(XI*X2)] d ·(11) 
其中允许集 A为图 1中 OABC区域中简单光滑曲线 

所成的集台． (r)满足方程(6) (9)．目的是在 A 

内找r使泛函J( ，r)最小．由定理1使式(11)为最 

小的 r是唯一的，所以可辨识性能够保证．对这类 

问题，通常可归结为形状最优设计问题，一般可讨论 
r 

型如：J(n，u1：1 ( ，u， u)ax的最小化问题． 
这里要求 g( ， ，q)是 Xjj1 X 中的光滑函数， 

而 “是第一或第二类椭圆边值问题的解；目的是找 

n使，(n，“)为最小l50』．所采用的手法多是对泛 

函 ，(n+u)的一、二阶变分进行讨论，并给出 J(n， 

“)一、二阶变分的存在条件；如文献[5，7]分别给出 

了D chelet问题及 Newn~nn问题的一、二阶边界变 

分的存在条件 而由于这类问题非线性极强．通常很 

难得到解析解．所以必须找到有效的数值算法．通常 

的方法是从一阶变分出发，采用最速下降法，结合一 

维搜索建立迭代格式计算最优解【7,8 J．本文所讨论 

的辨识问题与一般的形状最优设计问题有所不同， 

通常所考虑的问题是在全部区域+而此问题指标泛 

函只在部分边界上，使得在变分处理上有所不同． 

Fig 2 Variation ctlr~．e 

首先引入边界变分概念 ．设 r为从 点出发(见 

图 1)， 1人弧长量 s，则r上的点与弧长s一-一对应． 

而向量场 t( )为定义在 r上至少一次可微的向量 

函数 设 e为一小正数，则 e￡(s)为从 r上 点出发 

的一向量，当 E充分小时，“( )的端点形成一连续 

曲线，如图2用 表示这条曲线，并设所形成的新 

区域为n ；在n 上相应懈记为 ，则 满足如下方 

程及边界条件： 

△ =0，( l，x2)∈ n ； (12) 

等1 =G( 2)， (13) 

鲁『：0+ (14) 
。 

I r = ． (15) 

若存在定义在n上的函数 ( ，， 2)及 ( l， 2)， 

对任意的( 1， 2)∈ n n n 有： 

( 『，X2)一 ( 1， 2)：E +￡ +D(￡ )． 

(16) 

一 毫=e凳+e 箬+ ， = 
(17) 

a a 口 a ≠ ，a 
一  一  “ ‘ 

D(￡ )，i， =1，2． (18) 

则称 ， 为式(6)～(9)解的一、二阶变分 下面给 

出存在 ， 使得式(16)～(18)成立的条件． 
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定理 2 式(6)～(9)懈的一、二阶变分 ， 

分别是下列边值问题的懈： 

△≠=0，( I， 2)∈n， (19) 

l ：0， c 

l (21) 
≠Ir=一f( )·v ( l， 2) (22) 

及 ： 

△ ：0，( l， 2)∈n， (23) 

0， (24) 

1 =0， ( ) 
Ir=一 (s)·v≠一 

1／2[(5)H( I， 2) (s) ． (26) 

其中：Ⅳ( l， 2) 为函数 的Hessian矩阵；而 ，( ) 

为 f(j)的转置． 

证 为简单起见，可假设 n c n 否则可以对 

进行懈析延拓，仍有同样的结果；由式(18)，可得： 

△ 一△ =∈△ +E △ +0(∈ )=0，( l， 2)∈n 

注意到 ￡的任意性，可得 △≠=0，△ ：O；郊式 

(19)，(23)成立． 

而由式(16)，(17)；我们看到式(2o)，(21)受式 

(24)，(25)成立是显然的 

对 r上任意一点 ，设经过 (s)作用后的端点 

为 ；将 ( )在 点 Taylor展开： 

( )= ( )+∈f( )· ( )+ 

{∈ ( )H( l， 2) ( ) +o( )， 

27) 

其中：H( 1， 2) 为 ( )的 Hessian矩阵． 

将式 (16)～(18)代人 到式 (27)，并 注意到： 

( )= ( )= ；则很容易得到式(22)及(：16)． 

以下我们给出目标泛函 J( ，r)的变分． 

定义 l 若存在 a J，a J使得下式成立： 

J( ， )一J(r， )=甜 J+∈ 』+o(∈。l}_ 

I 28) 

则分别称 d J，d J为泛函 J( ，r)的一阶，二阶变分． 

定理 3 目标泛函 J( ，r)的 、二阶变分 

a J，a J分别由下列两式给出： 

d J：2l( 一F) ， c 29) 

。J=2l( —F)gSds+I ds． (30) 
Jf

1 
』。 

证 只须把式(16)代人到式(28)中，经过简单 

计算，比较即可得到式(29)，(30)． 

出于计算上的考虑，我们要设法消去一阶变分 

式(29)中的 ≠；而在计算中我们未用到二阶变分，所 

以我们对 J将不做过多的讨论．为此我们引入共 

轭量 P．其中 P是如下共轭方程的懈： 

△P(Xl，X2)=0， (31j 

等1 =0， (32) 
P I r=0， (33) 

l =㈦ —m ⋯ (34) 
由 ≠满足式(19)～(22)，并利用 een公式： 

Ⅱ( 一 )dn=』 P 一≠ ， 
可得： a J：̈ s)·v (35) 
这样，得到泛函 J( ，r)的一阶变分表达式(35)，并 

且有： 

． )= ，r)+∈ ( v 蓑d +。(E)． 
(36) 

式(36)将是我们进行数值计算的主要依据． 

3 数值算法(A1gorithm) 

l奉节将对此问题进行离散化处理，由于不可能 

对无限个参数进行处理，我们把曲线 r用折线近似 

代替．在 r上从端点出发择取 个点(考虑到实际背 

景，可在靠近角部的位置选的密一些)．这样边界 r 

可由这 个点唯一确定；这时相应的 r， ，』(r， ) 

分别用 ， ， ( ， )表示．若这 n个点用 ： 

( ， ，⋯， )， 维向量表示，则 ( ， )由 确 

定；原问题近似化为：在 上使 ( ， )为虽小． 

为求解此问题，采用如下叠代算法：设 r 是第 

次叠代用边界，所对应的折线用 表示；而相应的 

( +1)次曲线边界可由 经过如下方式生成：在 

第 次曲线 上每个点 上，由此点出发经向量 qi 

做新折线(即做 +q‘)，连接各个端点成一新折线 

+  ；显然叠代算法就是要找到每次q’的择取方式． 

由于 q‘含有两个分量，记2n维向量 ： 

；：(； ，； ，⋯，； )：(q；．q ．q!，⋯，qt，q )． 
由式(35)： 

( d)：劫．∥ (37) 
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其中： 2， 分别是方程(6)～(9)，(31)一(34)r 

取为 时所对应的解 若记 ： 

址  d (38) d J V z (38) 

并记 ： 

： (jI．42，⋯， )，则 t，：；· ． 
(39) 

由梯度下降法，可取 g=一ed ，E为-d,正数， 

进行一维搜索总的迭代算法．可按如下九步进行： 

第一步 对r给出一条猜测曲线．相应的折线 

分别由 及 (0’给出 

第二步 令 k=0． 

第三步 由方程(6) (9)及(31)～(34)分别 

计算 2，一 

第四步 

第五步 

第六步 

rL1． 

第七步 

则到第八步 

由式(38)计算 d 
一 维搜索，择适当的 E，g=一ed ． 

令 ( ： ( )+；，得到新折线 

计算I J2+l一 I若足够小，停止；否 

第八步 =k+1． 

第九步 回到第三步． 

注 本文所讨论的情况是结晶器内温度场温度 

分布对称的情况，当温度分布不满足对称性条件时， 

仍可按此方法做同样的处理 

4 仿真及数据试验(Simulation and numeral 

test) 

图 3 仿真区域 图 
Fig．3 Simulation region 

以系统(6)～(10)进行仿真，以验证算法的有效 

性．设 力矩形区域n =}( ，Y)I O≤ ≤2．0≤ Y 

≤ 1}，取 r为{( ，0．5)U(1．5，Y)1 0≤ ≤2，0≤ 

v≤l}．如图3所示；设 在r上的取值 I r=10． 

设 在r．上的取值为 O．分别将边界 AB，BC，DE， 

FA．5等分；cD 10等分；EF 15等分．在外边界 BCD 

得到由 点出发的 15个有向线段 +『， = 1，2， 
．  

⋯

，15；用边界元算法，求得 在rI上P， 中点的 

取值由表 l给出．由此反求 r曲线；择取初始猜测 

= { =0 75，0≤ ≤ 1．75； =1．75，0≤y≤ 

O．75，}，采用边界元算法，用 MATL,M3语言，在主频 

133的微机上运算，每次迭代时间约450秒 ，经八次 

迭代计算得到仿真结果 折线如图4所示．此时指 

标(11)的值为 O．2138 

而剐如下表 2的实际数据，取 =l4．5．择取 

韧始猜测 ：{Y=0．7，0≤ ≤1．7； =l 7，0≤ 

v≤0．7：，经过六次迭代求得 折线如图5所示． 

表 1 仿真试验数据 

1 e 1 S_nrelationtest data 

图5 疆壳形状辫识结果 
Fig．5 The shape of solidil]~ation shell 
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5 结论(Conclusion) 

本文给出了以铸坯外部边界上第一、二类边界 

条件的边界值，用边界变分理沧进行边界形状辨识 

的方法．利用此方法，我们可在现有条件下，最终得 

工程上十分关心的凝壳形状 从而也为结晶器内温 

度场研究开辟又一新思路． 
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