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1 引言(Introduction) 

随着科学的发展和工程技术的进步。单纯的常 

微分系统不足以对某些复杂系统进行精确的描述， 

这就促使人们去研究由常微分系统和代数系统混台 

而成的系统，即微分代数系统 ．现在，在电网络分 

析 、分工系统、生态工程、最优控制、计算机辅助设{1 

与建模以及社会学和经济学等各个领域都提出了各 

种类型的微分代数系统 人们也越来越多地认识到 

系统研究微分代数系统理论的重要性 各类学术刊 

物上不断涌现出大量有关微分代数系统的研究论 

文- ．也出现了一些学术专著【10 J同常微分方程 

一 样，平凡解在 Lyapunov意义下的稳定性是微分代 

数系统的重要研究课题，与此同时 Lyapunov第二方 

法仍然成为研究代数系统平凡解稳定性的有效方 

法．近年来，这方面的研究有了长足的进展，产生了 

许多重要结果(参见文[5～8]及其中所列的参考文 

献)纵观过去的研究结果，多数工作的主要思想都 

基于如下两点：一是把微分代数系统局部视为常微 

分方程，从而发展平行于常微分方程的理论，如平凡 
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解的稳定性 ，渐近稳定性等 ．二是针对微分代数系 

统的特定形式，推广稳定性的概念，研究各种特殊的 

稳定性．但是，前者局部微分方程的解析形式在一般 

情况下是不能直接给出的，因而影响基本定理广泛 

陛；后者因稳定性概念的特殊性往往使得相关结果 

的实用性受到限制．在本文中，我们把微分代数系统 

局部归结为流形上的微分方程，具体来说是一种受 

限微分方程形式，利用后者的特殊结构建立平凡解 

稳定性的基本定理 ．作为准备知识，我们在第二节里 

讨论非线性微分代数系统在平衡点近旁的正则性， 

即与受限微分系统的局部等价性问题；在第三节里， 

我们讨论受限微分系统的稳定性问题，给出稳定性 

的基本定理；第四节，我们利用第二节里的正则性 

结果和第三节里的基本定理研究微分代数系统的稳 

定性问题，同时给出了 Lyapunov函数的一般形式， 

系统平凡解的稳定性判据和吸引域 ． 

2 等价系统(Equivalent systems) 

考虑如下形式的微分代数系统 

，>  

一 

(=) 
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；j - 
其中f： x 一 ，g： × 一 一 连续可 教． 

设系统(2．1)有平衡点： 

]( ，Y )∈n， f(x ， )：0，g( ，Y )=O； 

(2．2) 

(，，g)在( ，y )的某个领域 n c × 上充分 

光滑，g( ， )关于 v的Jacobi矩阵 D ( ． )在 n 

有常秩： 

rank(D g( ，Y))=Co~$t≤ m，V( ，，)∈ n． 

(2．3) 

进一步设 

rankD(f，g)( ， )= 

．
『 ，( ，Y ) ，( ，Y )] 

【 g( *，y )Drg( ，y*)J= 

(2．4) 

显然，条件(2．4)意味着平衡点 ( ，Y )是孤立的．在 

条件(2．2)～(2．4)成立的前提下考虑系统(2．1)的等价 

受限系统 为此，首先．我们引进几个相关的概念 

定义 2．1 设l厂：n一 ，G：n— ( ≥m 是 

连续可微映射．如果，( ， )：0，G( ，y )= 

0，rank(D G( ，Y))：const≤ m，V( ，y)C-n，且 

矩阵 O(f，G)( ，v 1满秩，则称函数对(f，G)在 

零点( ，y )处容许；亦称， 义系统 

0 G 
s I 

：  ( ， )， ‘ 

在平衡点 ( ， )处容许． 

注 2．1 当条件(2 2)和(2．4)成立时，(f，g) 

在平衡点( ，v )处容许 

引理 2．1 设 G：n一 (k≥m)是一个连续 

可微的映射．如果( o，Yo)∈ Ⅳ使得 rankG ( ， 0) 

：F<m，则存在( 0，y0)的一个邻域 』v和Ⅳ上的一 

个光滑的置换映射 S： 一 L( ， )使对每点 

( ，Y)∈ Ⅳ都有 

rankS(x，Y)：k-r，且，s( ，y)D，G( ，y)；O． 

(2 6) 

证 首先，存在置换 P【∈L( )，P2∈ L( ) 

使得 

P G( ，y)P：： ( ，y)： e

⋯

n

(x, y； t2(( x，,yy))／1． 
其中 e【l( o，Yo)是非奇异的 r x r矩阵．其次，定义 

』 ， O＼ 

L l一 ： -，J- 

则 在( 0，Yo)的充分小邻域 中有定义．且 

f 1I 12 ＼ 

LE l 0 一 ：』‘ 
由于在 中有，rankell( ，y)：rankD G( ，Y)，故 

￡22一￡2l￡|I eI2 i 0．最后定义 

S： (一 2【E I ，j)PI， 

则 S： 一 ￡( )有定义，且 S( ， )D G( ， 

)=S( ，Y)D G( ，y) ：0． 证毕． 

定义 2．2 设条件(2．2)～(2 4)成立，n 为 

( ，v )在 g (0)中的充分小邻域．定义映射族 

I G }，G ：n— 满足 

Go( ，y)：=g( ，y)， 

G ( )：：( ( ) Go (x( ,y) ))， 
： l，2，⋯ ，s— l 

其中，n为平衡点( ，y )的充分小邻域，s 是引 

理2．1中对应于映射 Gf的置换映射．我们把使得(，， 

G )( ：1，⋯，s)都相容，且满足 G (0)≠G (0) 

的最大整数 称为系统(2．1)在平衡点( ，Y )处 

的次数． 

注 2．2 在引理 2．1里，让 =n时，在定义 

2．1的条件下有，Ⅳ ：Ⅳ：力；次数是平衡点一个新 

的局部性概念，其不同于通常意义下的指数概念，在 

下面的定义 2．3中，我们给出了局部指数的概念． 

首先，由定义可知 GⅢ-1(O)[ G (O)，下面的 

引理的结论是显然的． 

引理 2．2 设系统(2．1)在平衡点 ( ， )处 

的次数为 ，则所有系统 

f ：f( ， )， 

【0：G ( ，y)，(i：1，⋯ s) 

等价． 

定义 2 3 设系统(2．1)在平衡点 ( ，y )处 

的次数为 s，且满足 

rankDr ( ，y )：m， (2．7) 

则称系统(2．1)在平衡点( ，y )处的局部指数为 s． 

定理 2．1 设系统(2．1)在平衡点 ( ，y )处 

的局部指数为 s．则系统(2．1)在平衡点( ，y )处 

局部等价于一个受限系统 

；：，( ，y)， 

： 一 [(D， ( ，y)) (D ( ，y))1～ · 

(D ( ，y)) D ( ，y)f(x，y)， 

0=g( ，y)． 

(2．8) 
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证 由引理 1．2．系统(2．1)等价于如下系统： 

0 【 = G 【 ． )． 

根据条件(2．7)．(D ( ，y)) (D ( ，y))的非 

奇异性 微分等式 ( ，Y)：0并求解 得 

= 一 【( ( ，y))T( ( ． ))卜 · 

(D， ( ，Y)) ( ， ) 

根据系统(2．1)即得系统(2．8) 证毕． 

在较为一般的情况下，我们可以把微分代数系 

统写成受限系统的形式．为此，在下节我们建立一般 

性受限微分系统平凡解稳定性的基本定理 ． 

3 受限系统的稳定性(Stablilty theorems for 

Comstrained systems) 

首先，我们考虑具有一般形式的微分受限系统 

其中 F： 一 } ；G：j 一 ． 是连续可微的函数．我 

们假定原点 o(o)是系统(3．1)孤立的平衡点：存在 

原点的一个领域 Ⅳ使得 

在 Ⅳ里，F( )=0，G( )=0，当且仅当 =0． 

(3，2) 

在条件(3．2)下，O(0)是系统(3．1)在 Ⅳ里的唯 一 

平衡点．如果我们进一步假定 0(0)是 G(X)：0白_] 

正则解 ，即 

rank(DG(0))=m (3．3) 

则系统(3．1)在原点的一个邻域中的相容初值问题 

的解存在且唯一．另外．我们不难看到，集合 

M = { C- ；G( )：0} (3．4) 

是系统 (3 1)的一个不变子集 ． 

现在，我们从一般形式上描述系统(3．1)的平凡 

解 (t，0) 0在Lyapun0v意义下的稳定性的定义 

定义 3，1 系统(3．1)的平凡解称为稳定的，如 

果对任意给定的￡>0，存在一个8>0使对所有 

∈M n ，有 

t￡， 0)∈ M n B￡，V z∈ R+ 

其中 

毋：=； C- ；ll ll≤d}． 

定义 3 2 系统(3．2)的平衡点称为渐近稳定 

的，如果它是稳定的，且存在一个 >0使对所有 ) 

∈ n B ，有 

lim ll (f， n)ll=0． 

定义 3 3 如果函数 口： 一 连续．单调增 

加且满足 。(0)=0，则称其为 类函数． 

现在，我们可以证明如下关于受限微分系统(3． 

1)的平凡解 =0的Lyapunov稳定性的基本定理． 

定理3．1 设nc。 为连通开子集，0∈n 假 

定存在一个连续可微函数 V：n一 ．一个 y类函 

数 使得下面的条件成立： 

a)V(O)=0： 

b)V( )≥。(1l I)．V ∈M n n； 

c) ( ) ]【≤o，V ∈ M n n． 

则系统(3．1)的平凡解稳定． 

证 设 ( ， 。)是系统(3．1)相容初值问题的 

解，其中 (0， 0)： o，g( 0)=0 显然，g( (￡， 

o)){0，即 (f． 0)∈M．只要 0充分小， (f， 0) 

∈n．设E>0是任意给定的数．选择 d(E)>0使得 

对所有 o∈Mn岛都有 V( 0)<。(￡)由条件 a) 

和 的连续性，这样的 d是存在的 由于 
● 

( )i 【)= CI ,( (f． 0))． 

这和条件 c)一起保证了 V( (f， ))关于 t单调非 

减．设 0∈ M n岛 ，注意到 (￡， 0)∈ 和条件 

6)，我们有 

。(II (f， 0)I)≤V( ( ， o))≤ 

( (0， o))=V【 0)<。(￡) 

由。的连续和单调性，I ( ， o)I ≤￡，V t>0． 

证毕． 

定理 3．2 设nc 为连通开子集，0C-n．假 

定存在一个连续可微函数 ：n一 ，两个 类函 

数。和 使得下面的条件成立： 

a)v(0)=0； 

b)V( )≥口( l1)，V ∈M n n； 

c) ( )i(3【)≤一 (I I)，V ∈M n n． 

则系统(3 1)的平凡解渐近稳定，且有吸引域： 

： = { ∈ M n n； ( )≤口(b)J． 

其中 

6： {卢； n毋 c n} 

证 沿用定理 3．1的证明思想，本定理的证明 

平行于常微分方程对应定理的证明，故从略． 

4 微分代数系统的稳定性(Stabitity for dif- 

ferential dlgebraic systems) 

本节将利用上节的定理给出微分代数系统(2 

1)的平凡解 ( ， )稳定性的一般性结论．我们不 

妨假定 =0，v =0，即原点是系统(2．1)局部唯 
一 的平衡点 ．设 
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M：={( ，v)∈ × ；g( ，Y)=0}． 

定理 4．1 设系统(2 1)在平衡点(0，0)处的指 

数为 ．进一步，假定 

口( ，y)：=D f( ，y)一D ，( ，Y) 

I(Dy ( ， )) ( (x， ))卜‘· 

(D ( ，y)) D ( ，Y) 

满足如下条件：存在正定矩阵 A使得 

M

口 

【V( ， )∈ n n ． 。 。 

对某个 ￡>0，其中n 是n 中包含原点的连通开子 

集．则系统(2．1)的平凡解(0，0)渐近稳定． 

证 考虑 Lyapunov函数 

( ， )=厂( ， ) x， ) 

显然，l‘( I'一)∈ C fn)，且在 n n 中正定．加 

之， 

( ，y)I[2_1)= ( ，y) l2 ： 

厂( ，y)(A ( ，Y)+口( ， ) )，( ，y)≤ 
一  ( ，y)f(x，Y)， 

困此，即 (x，y)II2 8、在 n n 中负定．于是，由 

定理 3．2推得系统(2．8)的零解渐近稳定性．从而， 

根据定理 2．1可知系统(2．1)的零解渐近稳定． 

证毕 ． 

定理 4．2 设系统(2．1)在平衡点(0，0)处的指 

数为 ．如果存在正常数 d 一，a 使得B(z，Y)：= 

(B ( ．y))⋯ 满足如下条件： 

f ‘ h．： I ‘ I⋯，(4l 2) { ⋯l≠ (4 2) 
J=1，⋯、n， ( ，y)∈ M n n ． 

对某个 E>0．则系统(2 1)的平凡解(0，0)渐近稳定． 

证 考虑向量 Lyapunov函数 v(x，Y)：，( ， 

)，我们有 

(2】)( ，，)=B(x，Y ，Y)． (4．3) 

现 在 取 标 量 Lyapunov 函 数 V( ，Y) = 

∑d I ( ，y)I，显然 (x， )在肘nn中正定．由 

(4．3)和(4．2)得 

(2】)( ，Y)= 

∑。．sgnA( ，y)∑ ( ，y ( ， )≤ 

∑【a ( ， ) ( ，y)I+ 

∑。．I ( ， )I ( ，y)1】_ 

∑【 ( ，y) ∑a B ( ，y)l1 l ( ， )≤ 

一 e∑ ( ， )I， 

即 1)( ，Y)在 M n n 中负定．因此，系统(2 i) 

的零解渐近稳定． 证毕 ． 

当微分代数系统在平衡点处的次数为0时，我 

们有下面较为实用的稳定性判别准则． 

推论 4．1 设 o(o，0)是系统(2．1)局部唯一的 

平衡点 如果在定理4．1或定理 4．2中的矩阵 B( ， 

)换为 

口( ，y)：=D f( ，Y)一D ，(x，y)· 

(Drg(x，Y)) g( ，Y)， 

则系统(2 1)的平凡解(0，0)渐近稳定 ． 

现在，我们考虑线性微分代数系统： 

{ C , l x++cC 12，y0 C ．’ c ． ， I = 2】 +c笠y． ⋯ 
其中，c⋯Cl2'C2l和 C笠分别为 × ，n×m，爪 

和 x m阶矩阵．设(0，0)是系统(4．4)唯一平衡 

点 。即矩阵 

rank[C 1 rt+m． 2l C丑j 

推论 4．2 如果矩阵 C 非奇异，则系统(4．4) 

的零解渐近稳定的充要条件是，存在正定矩阵 A使 

得 

仙  +鲋 ：一，． (4．5) 

其中 B=Cll—CI2 C2l 

证 充分性由推论4．1推得，为了证明必要性， 

我们把系统(4．4)写成 

’ 

(4．6)0 C I 
2】x+ c笠 ． 

设系统(4．5)的零解渐近稳定，则系统(4．6)的孤立 

子系统 ： 

x=(cI1一C】2c C2I) 

的零解渐近稳定．根据常微分方程的有关结论，(4． 

5)成立 

注 4．1 条件(4．5)的另一个等价条件是：矩阵 

口的所有特征根都具有负实部． 

例 4．1 考虑系统 

r ：一 +v． i0：X2+ ．I_ ( · ) 

其中n，0，6 0是常数计算得，( ， )的一个 
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局部唯一的平衡点．考虑坐标变换 

l l 
一  ’ 一 ’ 

则系统(4．7)化为 

o 羔 ⋯ I：； + + ；+ i：： (；，i)． 。 
原点是系统(4．8)的平衡点，计算得 

g(；， )=2 + ， 

A(x，；)：一l一 ：一l一点
． 

+ 2 

由于AG， )在域 

n = I( ， )∈ 。； +Y =1， >0，y>0} 

上严格负，因此平衡点( ， )是渐近稳定．显然， 
利用上面的推导过程也可以证明系统(4．7)的另一 

个平衡点(一 1，一 )也是渐近稳定的，吸引域为 
= {( ，v)∈ 。； 。+Y =1， <0，Y<0i． 

倒 4．2 考 虑系统 

， = 一 — z 

{ =一y一 (4．9) 【 
2+ y ： 1 

显然系统(4．9)在平衡点( ， t，一 )的次数为l， 

Gt(x y,z)=(一 ： y一2 = l+ ：)． 
计算定理4 1中的矩阵得 

r一1一 ． ] 

毗 l一 一。： l_ 
显然存在平衡点( 1， 1，一 )的一个充分小的邻 
域使得『+2 y >O

， 于是，由定理4．2可知系统(4．91) 

的平凡解(杰， 1，一 )渐近稳定．同理可证．系统(4 

9)的另个平凡解(一 ，一 1， )亦渐近稳定． 
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