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摘要：对于多输入多输出四块线性系统．本文研究了存在跟踪和干扰抑制约束的二自由度镇定控制器参数化 

问题，给出了一般条件下的伺服 
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1 引言(Introduction) 

二自由度控制器在解决伺服问题上比控制器采 

用单自由度结构有一定的优越性，表现在首先可设 

计反馈控制器实现系统的反馈特性，如稳定性和干 

扰抑制等．然后设计另一控制器满足跟踪要求 ．控制 

器参数化为实现控制系统多目标设计提供了可能 

性，参数化的出发点是求取全体使系统内稳定的控 

制器，所有镇定控制器由某一稳定传递矩阵参数表 

示，选择一个参数矩阵，就存在一个控制器使系统内 

稳定，即矩阵参数与镇定控制器之间存在映射，建立 

此映射的过程，称为Youla参数化．文献[1～3]发展 

了Youla参数化思想，同时考虑了如下所请伺服 ； 

题的二自由度镇定控制器参数化问题，即系统要满 

足：1)闭环系统内稳定；2)系统具有渐近跟踪一娄 

确定性信号的能力；3)系统具有渐近抑制对象输 

入端确定性干扰和可量测输出端确定性测量噪声的 

能力．具体步骤是第一步参数化所有二自由度镇定 

控制器，自由参数为 配 和K；第二步是对自由参数 

和 K作 ·些限制，使其满足 2)和 3)，表现在进 一 
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步参数化 群 和 ，同时满足 2)和 3)，参数为 G．和 

G2．由此建立了伺服问题的二自由度镇定控制器参 

数化表示，为进一步实现各种优化设计建立了理论 

基础．尽管如此，本文注意到 l『以上工作的不足，在 

如下几方面对上述工作进行了扩展与补充：1)建 

立了一般情形下参数化问题可解条件，例如没有要 

求 仇和 等矩阵互质；2)利用了相应矩阵的可逆 

性及有理分式矩阵存在互质分解等性质，避免了文 

献[1～3 相应矩阵方程的求解，使得所要解的矩阵 

方程仅为Bezout和 I)iophan~e方程；3)对于一类 

系统绐出了更为筒单的关于参数化问题解存在的充 

分条件． 

记 M(s)为稳定的真有理分式矩阵集合， (s) 

表示 ( )中所有单模态矩阵集合； 表示闭的右 

复半平面；GCRD表示最大右公因子：A B表示A 

和 的 Kronecker积，设 A = Ⅱ ⋯ ，vec(A)= 

。I】，Ⅱ2】，⋯，。m【，。】2．⋯，。m2．⋯，ⅡIn，⋯，。删： ， 

vec(A)简记为 _4；，表示单位矩阵；det表示矩阵的 

行列式值；假定所有矩阵具有相容维数 

@  
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I期 伺服问题的：二自由度镇定控制器参数化 5l 

2 问题的提出与表示 (Problem formulation 

and preliminaries) 

考虑如图 1标准的多输人多输出四块线性系 

统，控制器的实现采用二 自由度结构 系统存在如下 

关系 ： 

Ⅱ ： 【c c f： ]+ 
其中C=[cl —c2]表示控制器，r， Y， ，d， ， 

分别表示参考输人 ，对象输入，可调节输出，可量 

测输出，r 义干扰，虚拟输入干扰和量测噪声，其中 

的引人仅用于考虑系统的内稳定性．图 1控制系 

统内稳定要求控制器 c使系统所有可能的传递函 

数矩阵都是稳定的真有理分式矩阵． 

国 1 标准二 自由度控制系统 
Fig 1 The standard two·degree·of-freedom control system 

设 Q【=SCI，Q2=5c2，S=(，+ P2)一 闭 

环系统的传递函数矩阵为： 

(2) 

注意并不是所有的标准控制系统 P都可以通 

过选择控制器C达到内稳定，如芦2=0， l不稳定， 

v与d之间的传递矩阵不稳定，所以只能限定一类系 

统可以通过 c实现标准控制系统内稳定，此类 ．p称 

为可允许的． 

下面给出 P2在 M( )上的双互质分解实现．令 

(D2．N2)和(西2， 2)分别是P2的右和左互质分解， 

存在 X，X，Y和 Y∈M( )满足如下 Bezout等式， 

[一 X - X]： 

[ =[ 一 一 
令 Q =PID2，Qa=D2P2， =Pl—PlD2XP!，那 

幺 P是可允许的当且仅当Q ，Q ，Q ∈ M(s) ． 

r y]『Q Q棚 6 Q (x—KD2)]r r1 

l u1．1 D2群一(X—D2K)Q6 D2(X—K2D)ll d1． 
L=J L K (Y+ K)Q N2(X—KD2)J L J 

● ● ●  

一 也 

卅 

—P  p． 

一 ^ 。=J 

一 一 一 

一p ． 一p． 
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M(s)，如果 4和 是外斜互质，那么方程有解． 

定义 1 系统需要渐近跟踪和渐近抑制的确定 

性信号的集合为：So：； ：‘ ， ， ∈M(s)}左 

互质，满足 双真， 严格真，det 的零点 ∈ 

}． =r，d． ． 

由定义 1．有如下结论 2：内稳定系统具有渐近 

跟踪和干扰渐近抑制能力，当且仅当满足： 

(，一P】pIj ‘∈ M(s)， 

(PI—PIQ"．P2j ∈ (s)， 

PjQ2、PI】∈M(5)． 

引理 3，4的证明可参考双边多项式 Diophantir~方程 

的有关结论_6，这里限于篇幅略去 

3 主要结果(Main results) 

由以上分析可知何服问题有解等价于存在 ． 

∈ M(s)，使如下条件成立 

(，一 Kr) ‘垒 E (5)， 

‘Q朋  + c j‘垒 ∈ M( 
门) 

Q ( 一 2) 垒 ∈M(5)． 

D2(Y+ 2)双真． 

进一步可表示为 

Q + ：，， (8a) 

Q 一％g"a：一Q ， (8b) 

(X一舡}2)： ． (8c) 

同时满足 D2(Y+圈v2)双真． 

跟踪和干扰抑制约束的二自由度镇定控制器参 

数化就是首先要求方程有解及双真成立，其次得到 

解的参数化表示． 

3．1 伺服问题有解条件(Exislence conditions of the 

solution to the servomechanism problem) 

由引理 3．跟踪问题有解+即(8a)有解当且仅当 

p 和 外斜互质【 ． 

假定 2 和 外斜互质，即存在 I， ∈ 

M( )满足 Q 】+yl ：，． 

当存在 同时满足方程(8b)，(8c)时，干扰渐近 

抑制问题有解．首先研究方程(8b)令 M】=g．c r． 

d．( ， )，M．E M( )，当M】 U(s)时， 与 

非右互质；当 ．∈Ⅳ(s)． 和 是右互质的，此时 

可简单地令 1w】=，．在文献[1 3]假定了二者是右 

互质的 这里考虑了一般情况，有如下式成立： 

7卷 

注意 是非异方阵． 】也是非异方阵．可认为 

I 表示 ·有理分式矩阵，在 M(s)上也存在左 

互质分解为 j 满足 f= 即 

g"dl Q占l：Q6】 ． (】1) 

假定 3 I是 的右因子，即有 = -M1． 

同样(Q 如) f在 眦(s)上存在左互质分解 使 

((， -．】f2) j = j Q 】，注意这里没有要求( I 2) 

和 l右互质． 

假定 4 Q4和 外斜互质．即存在 也 和 

满足 3+y3 dI= j． 

引理 5 在以上假定 3和假定 4成立时．方程 

(8b)有解 

证 由假定 3及引理 l可知，以 p K作为一 个 

变量时，方程(8b)有解，由式(9)一(】1)得一特解为 

(Q。 )0：一 lX2，( )0：Q I ． (12) 

根据引理 2，方程(8b)的通解如下式： 

K ：一Q IX2一KIg"dl， (13j 

： Q l Yz— IQ5I．V 】E M(5) (14) 

由假定4和引理4，式(13)必有解，其特解是 

K：一X3Q 1X2，Kj：一 Q̂1． (15j 

以及如下形式的 K，K 也是方程(8b)的解 

{K t Y3 E M ． 【 =一 Q 】一Q。 2．V 2 【s1． 
下面采用研究方程(8b)的方法研究方程(8c) 

令 ： g．c．r．d．(D2， 0)， ∈ 肘( )，当 

g2芒『『(s)时，D2， 0非右互质；当 2∈ ( )时． 

D2， 0右互质，可简单地令 ：，．有如下关系： 

Dz： D2jM2， o= lM2． (17) 

由村2的定义，知 D2】， l右互质，存在 4．y4∈ 

(s)， D2．∈ (s)左互质，满足 

X4D2t+ I： ，， ID2】=D2l __(18) 

假定 5 iw2是 Q 的右因子 ，即有 Q = 

2． 

考虑 优 作为一个变量，由引理 3，可知方程 

(8c)有解；由式(17)～(25)，经过简单的代数运算． 

我们可 以得到方程(8c)的特解：(qoK)0=X墨， 

( ．)0=X ．根据引理 4，我们有(8c)的通解为： 

K = XX4+ 

：  — K2西21_ 

： QbtMI， ： 】， (9) 进 步假定 ( ) 
．

‘在 !w(s)左互质分解为： 

存在X2， 使 ( 墨) f= ． (19) 

2 】+ 1：，． (10) 假定 6 假定 和 ．外斜互质，即存在 X5， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


期 伺眼问题的 =自由度镇定控制器参数化 53 

满足 Q 5+ “=，． 

引理 6 假定 5和6成立，方程(8c)有解 

证 证明过程类似于引理 5．其一特解： ：= 

5XX4， = 1(4+1(52o2I如下 ， 也是方程 

c 8c)的解 ： 

fK=岛XX4+ ll_ 

{ = + XD2j—Q ]D2l， (20) 

【VK3∈ 吖( ) 

下面研究同时满足方程(8b)，(8c)的 的存在 

条件．当式(16)和式(20)相等时，称 是干扰抑制 

问题的解．令  ̂ =GCRD( “)． 3∈ M(s)． 

当M3 u(s)时， l， 】非右互质；Ⅳ3∈ (5) 

时． 】右互质，可令 Ⅳ =，，有如F关系： 
～ I1 Y 

dI= dI 3； 1= 1M3； l， I∈ ( )． 

(21) 

而且存在 如 ， ∈M(s)和 1∈ lIf(s)左互 

质，有 

+ ．： ， dl ： 

(22) 

假定 7 3是 Q̈ 也 + 5 墨 的右因子，有 

∈ M c s)满足 X3Q lX2+ 5置墨 =Ⅳ4帆 ． 

引理 7 如果假定 3 假定7成立，则干扰抑制 

问题有解 ． 

证 由引理 5和引理 6．只需 要证如下 方程有 

解 

2 1一K3 l= 3Q rl 2+ 墨． (23) 

根据引理 l和引理 2，当假定 7成立时，方程(23)有 

解． 的通解表示为 

= 批 凰 + 小 V T2∈ ( ) c24) 

代式(24)人式(16)有 

『| =一 3Q I 2+肘4 6 I+T2 ．I ， 

【V T2∈ (s)． 

(25) 

上式即为干扰抑制方程(8b)，(8c)解 的表示，此时 

只是⋯类解，而不是通解表示． 

定理 1 a)假定 l和假定 2成立，渐近跟踪问 

题有解，其一类特解是 = ．+ ．，l ，V T．∈ 

M(5)． 

b)假定 1，假定 3～7成立．渐近干扰抑制问题 

有解，其一类特解 在式(25)中给出，同时 T2必须 

满足 ，一Q∞P2双真，Q蜘=D2 o+D2 ， = 

一 ( 4盖6 I— 3Q lX2)西!．Ⅳ =一 】 dIj_)2． 

定理 】的证 明包括 在 上结论 和相 关tjl理 的证 明 

中．注意 和 并不是通解，只是 类解，这里只绐 

出了解存在的充分条件 

3．2 伺服问题解的参数化(tNrametrization of the so— 

lutions to the servomechanism problem) 

下面给出伺服问题解的参数化表示 由式(1)知 

仉 ， ． ， 】维数分别为P×m．P×P，q×g， 

g× ； 表示m ×m单位阵，其余类似． 

假定 8 a) @ 和，m@ 右互质；b)Q 

@L和 @ 右互质；c)Q @L和 @ j-右 

互质． 

F面的引理给出当 p 是可逆方阵时．假定 8成 

立的充分条件，其证明略． 

引理 8 如果如下条件成立：a)detQ 与det 

互质；b)detQ 与clet l互质；c)detQ 与det I互 

质，那幺假定 8中相对应的条件成立 

定理 2 如果假定 1～假定 8成立，则矩阵方 

程(8a)～(8b)的懈可参数化为： 

= 】+ lgP,，V T】∈ (s)． (26) 

K =一 3Q I + 2 】．V K2∈ Ⅳ(8)．(27) 

K =删 4+K3gP“，V K3∈ M(5)， (28) 

其中式(27)，(28)分别对应方程(8b)，c 8c)；同时满 

足方程(8b)，(8c)的 ，即干扰抑制方程的通解，表 

示为： 

fK =一 1 2+批 ‰ 1 + I d， 
{ ‘(29) 
【V T2∈ 1w( )． 

证 在以上假定成立时，伺服问题有解，充分性 

显然，下面证必要性，仅证式(27)，其余类似。由引 

理 5的证明过程可见，只需得到式(1 3)的通解表示． 

令 ( -，K．)，(K!，K2)为式c13)的两组特解，有 

』Q《- -=一Qc- ’ (30) 【
Q 2+ 2 I=一Q 】是． 

有下式 

Q (Kl— 2) jf=一( I一 =̂ )． (31) 

利用 Kronecker积和 vec运算的性质 一有： 

(口 @lq)(L@ jf)(K．一K!)= ， ∈,14(s)． 

(32) 

由假定8(b)和引理 6(文献[4 ，P．153)可得 1= 

+ 2 I，K2∈ M(8)，设 K2=一 Q I !，必要性 

得证． 

综合 上结论，本文得到了伺服问题解的存在 

条件和解的参数化表示．利用式(26)和(29)最后可 

得到对应于 上问题的满足所有假定自由参数 p， 
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和 Q2表示： 其中 Q10=D2 】，Q∞=D2N0．No= 一(峨 玩， 】 

Ql=Q】o+D2 7T】 ，V TI∈ 盯( )， 一凰Q 】 2)D2，!vn=一 lD2． 满足 1一Q2P2 

Q2=Q∞+D2T2N ，V T2∈ M(s)． ⋯ 双真．对应的控制系统的闭环传递矩阵为： 

r门 『Q ( I+Tl ) (Q 0+q )+Q T2D Q。( +r2 )]r r] 

J Ml=f『J2( 】+ I’ ) (D2D0一 Q6)+D2T2D。D2(No+T2 )ll d1． (34) 

L J L虬(置 +7T】 ) ( D0一 )+Ⅳ2 Dn ( + 北 )j L J 

其 中 D0 = (帆 玩 】一 Q I )Q6， = 

， 】Q6由上式可见，系统的传递矩阵可用 自由参 

数 7T】和 ∈M(s)表示．进一步可以得到伺服问题 

的二自由度镇定控制器参数化表示如下： 

C：l +(一如q 】 2+M4X~ ’ I+ 

f，2 ．． 】) 2 [( + 

TI， )；( +r2 )]， 

V Tt，r2 C-M( )满足 ，一Q2P2双真 

3．3 算例(An example) 

考虑如下 SISO系统的干扰抑制问题 

P(s)=■ ， (s)： l，P】=P．P2= ， 

J= I， 2 ， 1／s， I_。 

这里 MI：g．c．r．d．( ， 0)= ，显然满足 

假定 1～8，有 

K= + ，V T2e )． 

文献[1]没有考虑此例情况． 

4 结论(Conclusion) 

本文在以下三个方面对文献[1～3]的工作做了 

补充：1)考虑了 Q6和， ，D2和 ， ，， I和 1分 

别存在非单模态矩阵因子情况，对应满足可解条件 

的系统，给出了伺服问题解的存在条件和解的参数 

化表示；2)利用了 等阵的可逆性及有理分式矩 

阵在M( )存在左和右互质分解等性质，避免了一 

些矩阵方程的求解；3)当 Q 是可逆方阵时．建立 』， 

引理8，这样可用先验证detQ。与deta／,'r等互质性，一 

旦满足条件 ，可避免 Kronecker积的运算．由此本文 

给出了一般情况下，伺服问题的二自由度镇定控制 

器解的存在条件和解的参数化表示． 
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