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摘要：在[4j的基础上运用不变流形研究非线性系统的能控性r口】腰．由于不变流形舶构造较为容易．通过实例 
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Absl矗n：Based 0n the oriented manifold蜘dh。d of[4j，the authors of this paper stay the mD of controllabilily of 

nonlinear cont．1 system by invariant manifold n n ．Since the c明 虮Kd∞ of inv耐蛆t manifold is not too dif cult，the all— 

thors illustrate the efficiency of the controllability theorem about aII affine nonlinear system． 
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1 引言(Introduction) 

近年来，由于采用微分几何方法，使得非线’挂控 

制系统理论获得了巨大的发展．有关这方面的结果， 

[J～3]已有全面介绍． 

乌克兰科学院Kovalev A．M．教授首次把刚体动 

力学中发展起来的有向流形方法运用于非线性控制 

系统．由于这种新的微分几何方法的运用，他在非线 

性控制系统能控性理论方面得到了一系列深刻的结 

果，并在不变中心引力场中的刚体运动控制中得到 

了应用_4 ． 

然而，寻找控制系统的有向流形是相当复杂的 

工作，实质上类似于稳定性理论中李雅普诺夫函数 

的构造问题．本文在Kovalev方法的基础上用不变流 

形l5 研究非线性控制系统的能控性，这样，问题得到 

简化，并且不变流形的构造较为容易，将有利于在刚 

体动力学控制中的应用． 

2 预备知识(PreUminary) 

本节内容见[4 J． 

给定非线性控制系统 

= f( ， )， t2，1) 

其中 ∈D为状态向量，D为 中的区域；允许控 

制 Ⅱ为有界可测函数，“=“( )∈ U[ ， ∈ T 
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[[0，+*)，并假定对所有允许控制，l厂( ，“)在D 

×U上连续可微，且对任～允许控制，系统(2．1)满 

足解的存在唯一性条件． 

我们将研究系统(2．】)的能控性问题，为此，先 

给下面的定义． 

定义2．1 如果对任意两点 0， 】∈D，存在允 

许控制 “(f)，使得系统(2．1)相应的解 (f)对某个 

l≥t0满足 (￡)∈D，Vf∈[ ， 1]，且 

( o)= o， ( 【)= 1， 

则称控制系统(2．1)在区域 D[ 中能控． 

下面讨论有向流形与能控性的关系． 

定义 2，2 对于点 1， 2∈D[ ，若存在系 

统(2．1)的轨线 (t)，使得 

L 1)= I， L 2)=X2， 

0≤ t【≤ t2< ∞ ， 

则称点 2为由点 】可达的． 

定义 2．3 由点 ∈D可达的D中点的集合称 

为点 的正轨道，记作 Or ；D中可达≈的所有点 

的集合称为点 的负轨道，记作 Or— ． 

定义 2．4 集合 c D的正轨道记作 0r 

： UOr ；集合 K [ D 的负轨道记作 0r—K 
∈ 

= U Or一 ． 
} 
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下面的定义按轨道分出一类特殊的流形． 

定义 2．5 若流形 M r D具有下列性质之一： 

1]M = Or M ： 

2)M = Or—M， 

则称 M 为系统(2．1)的有向流形，亦称定向流形 

(OrientedManifold)． 

我们引用[4]中的结论： 

定理 2．1 任意点 ∈ D的正轨道Or 包含 

系统(2．1)的有向流形． 

由上述定义和定理 2．1，不难推出下面的定理： 

定理 2．2 系统(2．1)能控的充要条件是 V 

∈ D，有 Or = D． 

定理 2．3 系统(2．1)能控的充要条件是没有 

系统(2．1)的非平凡有向流形 N，即 N c D但 ≠ 

， _~ ≠ D． 

3 能控性的必要条件(Necessary condition of 

d1e controllability) 

Koval~A．M．在[4]中给出了，控制系统(2 1)能 

控的必要条件，然而，由于寻找控制系统的定向流形 

工作十分复杂，应用上较难．下面，我们针对一类特 

殊的仿射非线性系统用不变流形方法来讨沦能控性 

问题，这类系统在力学及其它各类工程问题中大量 

存在，因而研究它有很太的实际意义． 

我们在[5]的基础上提出下面的定义和定理，并 

称之为不变流形方法． 

3．1 不变流形定义(Definition of the invafiant mani— 

fold) 

定义 3．1 假设函数 ( )， ∈ D连续呵微． 

若流形 肘 ={ ∈D；妒( )=0}满足下列条件： 

1)dim M = s< n； 

2)对于任一允许控制 “( )及系统(2．1)丰【『应 

的轨线 ( ) 若存在l ∈ T，使得 ( ( ’))=0， 

则对任意 E T有 ( (t))=0，此时，我们称流形 

M为系统(2．1)的不变流形(InvariantManifold)． 

3．2 能控性必要条件 (Necessa~ condition of the 

controllability) 

显然．对于不变流形 ，成立 Or M ：Or— 

= M，即不变流形是有向流形的特殊情形，从而由 

定理 2．3有 ： 

定理3．1 若系统(2．1)能控．则区域 D中不存 

在系统(2．1)的非平凡不变流形． 

为了研究不变流形 M的存在问题，应当从分析 

系统(2．1)在任一 E D的速度向量场 ，it．)开 

始．因为对任意 pEM，向量 P，u)(对任意的u∈ 

(』)都 属于不变流形 舯 在 p点的切空问．记为 

(M)．设 dim M =s，则 V E M，有 

dim (M)= ， 

见『2]．从而由不变流形定义的条件 1)可知，要使不 

变流形存在，必须成立 dim (!")= < ．V ∈ 

． 下面，我们给出向量场 ， )位于 维子空间 

的条件，见[6]． 

目f理 3．1 V E D，曲面Z= ． )( E u 

c )位于 维子空间一 c 中的充要条件为 

rankS( ，M)≤s， V( ，Ⅱ)∈D× ， 

其中 

毗 0)’舞，⋯，老 _a，2。f ． 
⋯

一 ．磊 ． ” ’a ～【 M ’aM ’ 
定义 3．2 我们称式(3．11中的 ( ，u)为系 

统(2．1)在 D上的矩阵特征函数． 

这样，我们有如下定理： 

定理 3．2 若系统(2．1)在 Q c D上的矩阵特 

征函数 ( ，u)满足： 

rank~( ，u)= ， M c ￡『， 

则 Q中不存在系统(2．1)的不变流形． 

证 用反证法．若 Q中存在系统(2．1)的不变 

流形 Ⅳ c口，由定义3．1有 dimM = <n，则 V 

∈ 有dim (M)=s，从而 ，It)位于 维子空 

问 c 中．由引理3．1有rankq~【 ，M)≤s<n， 

与题设矛盾，从而说明 Q中不存在系统(2．1)的不 

变流形． 证毕． 

由定理 3．2的证明有： 

推论 3．1 若 D中存在系统(2．1)的不变流形 

， 则必成立 

rank~( ，Ⅱ)≤ <n， E M c D． 

为了讨论 D中存在系统(2．1)的不变流形的条 

件，我们在下列定理中认为流形 M={ ∈D；妒( ) 

= 0}，妒( )在 D上连续可微，且 dimM ：s<n． 

定理 3．3 若 ( )满足下面的偏微分方程 

( ) = (̂ ) ， (3 2) 

其中f=(A， ，⋯， ) ，̂( ，Ⅱ)在 D× 上莲续， 

则 M c D是系统(2．1)的不变流形． 

证 将函数 ( ){晋轨线 (t)对 求导，有 

紫= (⋯) 
再由(3．2)可得 dt= (̂ ) ．从而 ( (f))有下 
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的形式 

拄 制 沦 j应 用 

( ( ))：Cexp(I ( )dt)． 

若存在 ∈T，使 ( (t‘))：0，则可得C：0，从 

Illi对 V ∈ T，有 

∞( ( ))=0． 

由定义3 1．M =； ∈D； ( )=0}是系统(2．1) 

的 变流形． 汪毕 

定理 3．4 给定系统 

= X( )． (3 3) 

其中 ∈ D[ 为状态向 }．若流形 !"是系统 

(3．3)的 变流形，则存在D上的连续函数 (̂ )．使 

( )满足偏微分方程 

置业
Oxi (3·4) 

证 参看文献[7]． 

F面我们研究一类特殊的非线性系统的能控性 

问题． 

考察系统 

= 厂( ．Ⅱ)， (3．5) 

其中 

，( ， )：∑a ( ． ) ( )． 

a，( )在D×U上连续． 和r／,的假设见(2．1)式． 

造0}I，我仃1假设向蟹场r( ． )的维数为 ， E D或 

『J的某 了：集 } 成 

我们称系统 

=  ( )， i=l，2，⋯， (3．6) 

系统(3 5)的基系统．并有下面的定理： 

定理 3．5 若流形 M =； ∈D； ( )：0}为 

基系统(3．6)中 个子系统的公共不变流形．则它必 

是系统(3．5)的不变流形． 

证 因为 肘是 = )，i：1．2，⋯．s的公共 

不变流形．所以由定理 3 4．存在 D上的连续函数 

，̂( )，使 ( )满足下列偏微分方程组 

=  ̂ ， =1．2’⋯ (3．7) 

其中 为函数 ( )的第 个分量√ =1，2．⋯， ． 

由于_厂( )：∑a ( ) ( )，将(3．7)的 

个方程两边分别乘以 d ( ，“)．i=1．2．·一， ，再把 

所得的 个方程两边分别丰̈加 ．得 

( ) = ， ， (粥 ) 

其中 (̂ ，u)：∑n ( ，“)̂ ( )为D×u上的连 

续函数，则由定理 3．3．M [ 口为系统(3．5)的不变 

流形． 证毕 

这样．我们有系统(3．5)能控的必要条件． 

定理 3．6(能控性必要条件) 存在某集 K广 

使系统(3．5)满足 

，a”k ( ， )≤ <n， V( ， )∈ K x ． 

． 9 

若泼系统在 D中可控．则满足下列条件之 ·： 

1)条件(3．9)不成立： 

2)条件(3．9)成立，但偏微分方程组(3．7) 存 

在满足如下条件的解 ( )：它使流形 村 = { ∈ 

D； ( )=0}为 D的非平儿f集． 

证 按照推论3．1，秩条件(3．9)是 D巾 变流 

形存在的 要条件． 

用反证法．若满足定理条件的解 妒( )存在，按 

定理3．3，M={ ∈D；妒( )：0；(按假设， 妨认 

为在肘上有 mnk ( ，M)≤5<，1)为基系统(3．6) 

的公共不变流形，再由定理3．5．M是系统(3．5)的 

不变流形．最后．由定理3．I，町推出与系统(3．5)能 

控的假设相矛盾． 证毕． 

下面，我们考虑一种仿射非线性系统的能控性 

问题．设 

= 厂( ，n)， (3．1O) 

其中 

_厂( ．̈)= ( )+⋯+／ 一( )+ 

l̈ ⋯ +l( )+⋯ + ．( )． 

且设 +I< ，即是要求 t 含控制 
，M- 

记 

⋯ ( )垒 ， _ 1．2，⋯，m． 

先给出如下引理： 

引理 3．2 假设函数 ( )，̂ (x)，i，J：I，2， 

⋯ 。n在D上连续可微，方程组 

) =  ̂ ) ， ‘， 

(3．11) 

相容且det l{ ( )l ≠0．则它的解有形式 

： CexpU( )， (3．12) 

其 中 U( )是 变 量 的 函 数，c 为 常 数， 

det ll ( )ll表示方阵[ ( )] 的行列式． 

证 由于(3 1I)帽容且detff ( )ff≠0，关于 

解方程组(3．I1)，得相容方程组 
■ 

0
监
：t-： = ( ) ， 1．2．⋯，n． (3．13) 
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方程组(3．I3)ttt容意味着 定理 3．8 若集台 

d t ~,-
：  ， ：  一

， n ， — ’ ’J 一 ’ ’“ ’ 

千是右 

， t4) 

其中 ￡ 为变虽 的函数+(3．14)代人(3 13)再积分 

可得(3 12)的形式． 证毕． 

定理 3．7 设系统(3 l0)在 D上满足△ ( )垒 

det『f ( )ll不恒为0，若它在 D上能控，则下列条 

件之 一成立 ： 

I) ( )≠0，V ∈ 『J； 

2)当△ ( )=0在D中的一个非平儿子集上成 

立时，集台肘 ：{ E D；△ ( )：0l不包含基系统 

=  ( j， i=1，2，⋯，n (3．15) 

的公共不变流形 ． 

证 先计算(3．10)的矩阵特征函数，由(3 t) 

式有 

( ，̈)=[ ( )+⋯ + 一 ( )， 

一 +-( )，⋯， ( )]． 

由系统(3．10)的假设知 

rank ( ，M)≤m+1<n+V( ，u)∈D×U 

现考虑定理 3，6的条件，当△ ( )≠0，V E 

D成立时，由引理3．2．方程组(3．7)(或(3．11))的解 

( )或者恒为0，或者恒不为0，则M不可能成为D 

中系统(3．10)的非平凡不变流形． 

i△ ( )=0在 ，J中非平凡子集上成立时，则 

由定理 3．5，因为基系统(3．15)的公共不变流形就 

是系统(3．10)的不变流形，为保证系统(3 10)能控+ 

必然要求本定理中条件(2)成立． 证毕． 

3．3 能控性必要条件的实现问题(Realization of the 

necessary o0ndmon) 

为r寻找定理 3．7中流形 是否包含基系统 

(3．15)的不变流形，可采用如下方法： 

设函数f( )足够多次连续可微+作流形 

村 = { ∈ D； )=0}． 

对于系统 

：X( )， (3．16) 

作序列 

， ( )+ i：0，l，2，⋯， 

其中 

㈩=骞 ) ． 
，町( )=，( )． 

Ⅳ： ( )：0+ i：0，1，2，⋯ 

非空，则在 盯中关于(3．16)的不变流形由 定义． 

证 见文献[5]． 

下面，我们 刚体动力学中一个实例来说明能 

控性必要条件的应用． 

4 带有两个陀螺的刚体运动的可控性(Con— 

trollability of the motion of a rigid body with 

two rotors aboutits center) 

我们来研究受陀螺控制的刚体关于质心的运 

动．设有两陀螺由其轴固定在剐体 B上作无摩擦旋 

转(图1)，其运动可由如下方程【 J来描述： 

fAl蔷l (A2一A3) 2 3+ l(G'2 3一。3 !)+ 

l }2( 3一岛 2)一口l{l一卢l{2， 

f A2 2=( 3一A1)仲3祁l+ l(a3 l—al 3)+ 

I 岛(岛 l一 "3)一a2毒l一 2， 

I A3w 3=(Al—A2) l 2+车l(nl坩2一a2 1)+ 

【 岛(卢I 2一 2 1)一a3毒l一 3言2． 

(4．I) 

图2 两陀螺转轴互相垂直 
Fig 2 Axes of rotors are perpendicular“’each olhcr 

其中，" 和a ，岛(i=l，2，3)分别是剐体角速度向 

量在主轴上的投影 及两陀螺角动璧方向的两单位 

向量；{l，}2是两陀螺角动量的大小+它们町视为控 

制参数；A ( =l+2+3)是刚体惯量主矩；{l、如是施 

于两陀螺的力矩． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 7卷 

当刚体两陀螺转轴互相垂直时，我们可根据 

(。l，。2，。3)=(0，0，1)， (卢I，卢2， )=(0，1，0) 

来建立坐标系(图2)，并在方程(4．1)中令eI=uI， 

2=u2，将方程(4．1)化成如下形式： 

f l l=( 2一A3) 2 3一 l 2+岛埘3， 

l A2v．'2=(A3一AI) 3"I+ l l—u2， 

l A3 3=(AI—A2) l 2一 l—uI， 
L∈I I， ∈2 U2． 

(4．2) 

方程(4．2)可写成仿射非线性系统(3．to)的形式， 

；= ( )+，2( )+，3( )+n ( )+ ( )， 

(4．3) 

其中 

： ( l， 2，W3，矗，岛) ∈ ， =(“l，lZ2) ∈ 1,2． 

fax)=(tlI 2埘3，tl2 3 I，n3叫I 2，0，0) ， 

．  

( )=(一b J 2，b2 J J，一ba＆ J，0，0) ， 

( )=(bl 3，O，0，0，0) ， 

( )=(0，0，一b3，l，0) ， 

，5( )：(0，一b2,0，0，1) ， 

I = (142一A3)／AI， 口2：(A3一A1)／A ， 

Cl 3：( l—A2)／A3， 

bl= 1／AI， b2： I／A2， b3： l／A3． 

根据定理3．7，我们计算 

△5=deI l ll( ．，：1，2，⋯，5)， 

△5=一bI }加3龟(tl2b3 3 2+a3̂2 2毛)． 

(4．4) 

若△5≠0，则据定理3．7，系统(4．3)满足能控的必要 

条件； 

若△5：0，则考察由△5：0定义的集台包含关于基 

系统[(4．5) (4．9)] 

flllI alW2W3' 2 2 3 l， 埘3 。3 l 2’ 

l}l=0． e2=0， 

(4．5) 

f I：一 bl W2， 2 62 I l， t03=一 WI， 

I{l：0，e2=0， 

(4．6) 

埘l=bI 2 3， 2= 3： l： 2=0， (4．7) 

仲3=一b 3， l=1， I=W2= 2=0，(4．8) 

W2=一b2， ∈2：l， I：W3： l：0 (4．9) 

的公共不变流形的条件． 

我们根据定理3．8进行检验，其结果按定理3．7 

知，系统(4．2)满足能控性必要条件． 

当两陀螺转轴成任意角时，我们可根据条件 

(口l，0"2，G 3)=(0，0，1)， 

(卢．，卢2，卢3)：(0，卢2，卢3)， + =1 

来建立坐标系，讨论方法同上．讨论的最后结果为系 

统仍然满足能控性必要条件． 
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