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摘要：对机器状忐的变化为非齐改马尔可夫过程 、带内部缓冲栈的单工件——两机器串联生产系统的最优生 

产率和维护率进行研究．给出r擐优维护率的结构，得到最优生产覃由安垒面和临界面确定的结构特性 针对解析 

解无法获得，在得出的结构特牲的基础上，给出 r一种启麓式的次优控制策略． 

in a Stochastic Two．Machine System 
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Abstract：In this ixaper，We study曲 0嘶mal production rate and the preventive maintenance rate for the two tamdeIn ma- 

ch 1l sys~ n，in wb证h the state transitions of machines~'Efe st p( 甜 to a M~'Kov ploc~a$，give曲 s ofⅡ q柑m 

control policy．offer a hetuistic conlrol policy based oll the stnactulre pi'ol3er~~2$deduced，and lYtove the heuri~c control pofiey be— 

ing near-optimal by a mll1ati0I1 

Key啪 rds：dyna c n吼  ：Ⅲ B equation；hedging point policy；f瑚 I1窖鲫 位 e；~fical sttrface 

1 引言 (Introduction) 

本文对单工件——两机器、中间含缓冲栈的随 

机制造系统的最优生产率和最优保养维护率进行研 

究．其基本思想为在满足产品需求和减少生产的费 

用间寻求均衡，以使所定义的价值泛函为最小 保养 

维护形式为不停机的保养行为．设机器状态(运行和 

维修)的转变为有限状态马尔可夫过程 

本文要研究的问题可称为在跳跃马尔可夫随机 

过程下的具有完全观测状态的优化问题 Kimemia 

针对生产系统首先建立 此类模型 寻求优化生产 

率，且给出了一种结构简 ，易于实施的优化控制策 

略，称为安全点策略(Hedging Point Poficy)之后有大 

砖的学者围绕安全点策略进行进一步的研究． 

Boukas【 引A了机器经时(age)，并考虑保养维护行 

为，同时对生产率和维护率进行寻优．由于经时的引 

入将机器状态的转变扩晨为诈齐次马东可夫过程， 

但所针对的均是单机器和多机器并联的生产系统． 

本文将经时和保养维护率引入带中问缓冲栈的串联 

生产系统，以两机器生产线为目标，对生产率和维护 

率的忧化进行研究． 

2 系统的随机动态规划模型(The stochastic 

dynamic programming model of the systemJ 

我们对图 1所示的系统做如下的假设： 

—  

囤 i 生产系统模型 

Fig 1 I'he model of the production line 

· 生产线人口处的工件原料随要随有． 

· 缓冲栈 的容量为无穷犬． 
· 机器状 态的变化 过程 为有 限状 态跳跃 

马尔可夫过程，以}( )=(∈I(t)， 2( ))表示 其中 

∈l(t)． ( )分别为 时刻机器 I，2的状态， I(t)=l 
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2l6 控 制 理 论 与 应 用 l7卷 

时为运行状态， (r)=2时为维修状态，则该 

马尔可夫过程状态空间为 {(1，1)，(1，2)，(2，1)， 

(2，2)}分别以状态代号l，2，3，4表示．从状态 到 ’ 

的跳跃率用 (o1(t)． 2(r))，其中 0l(t)，02(t) 

为机器的经时．我们针对该过程定义一无穷小算子 

： 

．厂(·)( )：∑ [，( )～_厂f )] 

其中f(·)为{(t)的任意函数． 
‘ 需求率d(t)为状态空间为{dI，d2，⋯，df}有 

限状态马尔可夫过程，f为某一正整数 我们定义无 

穷小算子 仉 如下： 

仉，f·)(d)：∑ l[，(d )一_厂fd)7． 

系统有4个连续状态变量： 

J(t)：缓冲栈中的工件数； 2(t)：工件余量； 

81(t)：机器 1的经时；。2( )：机器2的经时 

系统的状态方程为： 

；1(t)：ⅡI(t)一“2(t)， (1) 

；2(t)= 1(t)一d， (2) 

-(t)： (ⅡI(t)， 1(t))： 

1】 1(t)一 12v1(t)， (3) 

a

’

2(t)= (“2(t)，口2(t))： 

k2l 2(t)一 2(t) (4) 

其中 ／／,I(t)，“2( )分别代表机器 1，2的生产率， 

(￡)， 2(1)分别代表机器 1，2的保养维护率，d代 

表工件的需求率 以下，我们以 y(t)表示 向量 

( I(t)． 2(t)，。l(t)，a2“))，其中 1( )≥o，所以 

在 1(f)：0时必须满足 “l({)≥ 2(r)的约束条 

件． 2( )∈ (一∞，+∞)．这里，我们设 (ⅡI(t)， 

I( ))≥0， ( 2( )， 2(t))≥0，所以有 81(r)∈ 

[0，+∞)，口2(t)∈[0，+∞)． 

以 L( )=(￡1(r)，￡2(r))表示机器生产能力 

的变化，其中： 

㈤ 

为相应机器在运行状态时的最大生产率．最大维 

护率 (r)应满足 (t)≤(kil／k 2)L．( )． 

设 ： 

r({(t))： 

( (t)，q(t))I o≤ (t)≤工 (t)， 

0≤ (t)≤ (t)，k l ( )一 2q(t)≥0 ， 

r(Y(t)，( (t))= 

(“ (t)， (t))I( (t) (t))∈r( (t))， 

且在 1：0时，“l(t)≥ M2(t)f 

定义 如果 ( )= (D,I(1)，”2( )，”1(r)， 

2(t))满足下列条件，则称为允许控制： 

1) (t)适应于由 ( )所产生的 d一代数．用 

d； ( )：0≤ ≤ t；表示； 

2) (t)∈r(y， (f))，对于 t≥0． 

控制的目标是使描述生产花费的期望型价值函 

数为最小： 

(Y， )：E e (g( I(s)， 2( ))+h( ( )， 

2( ))ds，y： Y(0)， ： (0)} 

(6) 

其中，P为折扣系数 g( ．( )， 2( ))为对正 的 

1(s)和正及负的 2(s)的价值惩罚函数，为 (s)， 

2(s)的凸函数，h( 1(5)， 2(s))：z1( I( )) l+ 

fz( 2(t)) 2为进行保养维护的费用，其中： 

“ = ： ㈤ 
系统的最优价值函数为： 

，(y， )- 
Ⅲ 
(y， )· (8) 

3 优化控制策略的结构(S~uctural properties 

ofoplimal control policies) 

3．1 哪B方程(HJB equation) 

针对内部缓冲栈所引起的状态约束 ( ≥0)， 

我们以方向导数的形式给出系统的 HJB方程 假如 

函数 )在 是可微的，则对于任何允许方向P，方 

向导数 ( )存在，且： ( )=(v，f )，p)，这里 

v_厂( )代表_厂f )的梯度，( )代表点积． 

设最优价值函数 J在状态空问中连续且是一次 

可微的，注意到，式(1)一(4)在 (t)∈r(Y， 的 

条件下既代表在本模型状态约束空间中的允许方向 

集，用 表示，则系统的 ⅢB方程可以以方向导数 

的形式表示如下： 

(y， ，d)= 

) ． 
y， ，d)+ (̂vl,v2)}+ 

g(：gl， 2)+ J(Y，·，d)( )+ 

(Y， ，·)(d) (9) 

上式在 (t)>0时等同于 一般的脚B方程．以 

方向导数的形式给出 哪B方程的优点在于．可以以 

如下所述的形式给出在状态空间边界上( (f)： 

0)的边界条件：设价值函数在 (￡)：o的边界面上 
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的某一内点 是可微的，则存在一矢量 V J( )， 

对任何 点的允许方向 R有 (y0)：(7 J(1lo)， 

)，由价值函数的连续性，在 ．( )=o的边界上． 

价值函数应满足下式： 

) 、 
( )+ ( 2)l- 

1 [)) 
(Yo)+ ( 口2)i- (10) 

其中 

r( ，}( ))= 

{(̈ (z)， ( ))1(̈ ( )， (t))∈ r( (￡))， 

且 “1(t)≥ 1／,2( ) ． 

3．2 优化保养维护率(opt~ maintenance rate) 

定理 1 两台机器的保养维护率的优化策略为： 

f( I】／kl2)Hl，if t ≥kl／klz． 
： { (11) l
O， if 工 < I／kt2； 

f(k21／k≈)“2， 

2 =1 【0
， 

if 
． ≥ b／ ∞， 

if ^ <kz／k ． 

数，则： 

对于机器2： 

当 <kz／k~时， ：0，则： 

Ⅱ2 ： 

Lz，if + 2I 一 
．
< 0 

， if + z 工 一 ．=0 

0， if 
：+ 2l丘一 >0 

fl5) 

其中u2为奇异控制函数，应保证最优策略的唯 
一 性 ． 

当 ≥ 2 笠时， =(kzl／ 笠)̈2，Ⅱ2为常 

(12 数，则： 

证 由l-liB方程即可获得相应结果(略)． 

说明：我们注意到所得到的结果体现为一种代 

价的权衡问题．从式(11)，(12)中我们可以观察到： 

表示经时的变化对最优价值函数的影响程度，而 

／k 中可理解为为了使经时减少一个单位而进行 

维护所需付出的维护费用．因此，对式(11)，(12)中 

的条件，我们可以认为体现了经时的增加对价值函 

数的影响与抑制经时增加所要付出的维护费用的一 

种比较．当经时增加的影响占主要地位时，即 ≥ 

／k 2时，则应进行维护；栩反，若维护的费用成为 

主要因素时，即 <ki／k 时．则不进行维护． 

3．3 最优生产率的结构(Structural properties ofthe 

O~rllltl pr叫 0|l rate) 

定理 2 在相应的保养维护率下，有如下的摄 

优生产率控制策略： 

对于机器 1： 

当 <kl／klz时，vI*=0，则： 

fL【．if +kll <0 

“?，if + l【 。=0． (13) 

0， if + 【Ĵ >0． 

其中 为奇异控制函数．应保证最优策略的唯 
一 性． 

当L≥ ／ 2时， =( II／ )Ⅱl，ⅡI为常 

L2’ 

min(L2，d) 

0， 

‘+ >( 2k21)以22+ 

+ 
．

= ( 2 21)／ ， 

+ <( 2k2【)／ ∞． 

(16) 

证 由ⅢB方程即可获得相应结果(略)． 

说明：应该指出的是，定理2中给出的最优策略 

((13)～(16))在 l(f)=o时应满足 Ⅱ． ( )≥ 

“ (t)的边界条件．容易验证当最优价值函数满足 

式(10)时，有H ( )≥H ( )成立． 

3．4 最优生产率结构的定性研究(Qualitative onaly— 

sis to stmcmre of the 0I)timal pIod oIl rate) 

我们知道缓冲栈的作用是尽量减少机器同的相 

互影响，所以可以认为当缓冲找的容量足够太时，每 

台机器在任何状态的优化控制策略与状态 1(即两 

台机器均为运行状态)时的策略近似．所以在本节 

中只对状态 1的情形进行讨论． 

定理 3 最优价值函数 J(y)对 =( 1， 2) 

是凸函数，若茸( l， 2)为严格凸的，则J(Y)亦为严 

格凸的(证明从略)． 

a)针对式(14)，由定理 3、J为 ．的严格凸函 

数，则J+(( 1kl1)／k【2) l亦为 【的严格凸函数，注 

意 到 a(J + (( 【 1【)／kI2) 1) 【 = + 

(kl I1)／k12，所以对任意给定的 a【， 2，及 a2，。i有 

相应于 1的某一点 ZI(a1， 2．Ⅱ2)，式(14)变为： 

4  

， ， ● (  
2  2  Z  

／ ／ ／ 

一 一 一 

< lj > 

；  

)  

L  

(  

， n _量 
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l= l(nl， 2，Ⅱ2)被成为安全面．它将 al， l， 2， 

2空间分区，并完全确定 

b)针对式(16)： 

设：y= 2+ 】，有 I=Y一 2，以 代替J中 

的 x1． 

定理 4 J(y， 2)对 2为严格凸函数 (证明从 

略)． 

显然 J(y一 2， 2)+(( 2 2】)／k22) 2亦为 ! 

的严格凸函数．注意到上式对 2求偏导既为 + 

+( 2 2【)／k ．则有如下结论：当任意确定 Ⅱ】， 

【， 2时，有相应于 2的某一点 2(Ⅱl， I， 2)，式 

(16)变为： 

rU2，if 2< (。】， 】，0"2)， 

M = {d，if X2=2：2【a．1， I，a2)， (18) 

L0， if 2> 2(。l， l， 2)． 

2= 2(n】， l，。2)即为安全面． 

c)当 < 【／kl2时，机器1和L < 2／k 时， 

机器2的生产率的结构，由式(13)和式(15)，我们无 

法得到类似安全面的结构，此处我们称偏微分方程 

．
+ 一 

．

= 0和‘+k21J 一 ．=0为临界面． 

4 一种启发式的次优控制策略(A heuristic 

control policy) 

由于无法用解析的方法获得安全面和临界面的 

解析解 本节在上节得出的结构特性的基础上，通过 

某些近似的手段给出一种启发式的次优控制策略 

为获得次优控制策略，我们对生产模型进一步 

作如下的假设： 
， 设g(xI， 2)=c1 i+c { +cj xi 其中cl 

是对 。的价值惩罚系数；c ，ci分别是对 2的余量 

(surplus)和 短 缺 (backlog)的 惩 罚 系数， ； = 

max{0，+X2}， ：max{0，一 2 ． 

· 设两台机器的维修率相同，即 r_=r2=r 
· 需求率为常数 d． 

4．1 经时曲线的梯形近似(sIep aplxoximation of age) 

在式(13)和式t15)中得到的临界面的结构中， 

由于不进行维护，经时是时问的单调非减函数，这使 

我们无法获得可实施的控制策略 对此我们做如下 

近似处理：我们对机器的运行状态参照经时的递 

增量进行分段，假设每一阶段中的经时为常数，等于 

开始点的经时，此方法既是将经时连续变化曲线用 

阶梯式的变化来代替，可用图2形象的描述． 

圈 2 经时的梯形近似 
Fig．2 Step approximation 0r age 

图中虚线代表实际的经时的变化，实线代表阶梯 

近似．进行如此的近似处理使我们有 下两点收获： 

I)由于在每一阶段中假设 m(t)为常数，则 

正 =0，此时式(13)，(15)也可表示为如式 (17)， 

(18)安全面的结构，回避了难以处理的临界面方 

程． 

Ⅱ)在每一阶段中机器的失效率 Pi( )为常 

数．由于维护行为投入时经时也为常数，这样我们就 

将机器的运行状态分为失效率 P (n )为常数的一 

系列阶段．在每一阶段中可以认为与齐次马尔可夫 

过程模型的情形近似．由此，我们可以借鉴齐次马尔 

可夫过程模型的已有的研究成果来求取每一阶段的 

安全面的近似解． 

4．2 次优生产和维护率控制策略(Near o~mal pro- 

ductionmad n'mintenancetale) 

通过4．1的假设，在每一阶段中有如下生产率 

反馈控制策略： 

第一台机器控制策略与第 2台机器的工件余量 

2有关，由两段组成： 

当 2为较大的负值时，存在 (n。，。 )，有： 

fUl， if 】<钟(Ⅱl，n2)， 

u = {rain(Ul，u2)，．f l= ( )， 
【0

， if 1> (a】，a2) 

(19) 

当 2小于某一负值时，则存在一个 2的线性函 

数：Zl( 2，。2，。】)=z2( 2，8】)一 2，有： 

r 1， if I<Zl(X2，a2， 】j， 

u = {min(Ul，u2)，if l= l( 2，a?，a1)， 
tO

， if t>zt‘ ，02，Ⅱ1) 

(20) 

对于第二台机器其控制是相对独立的，安全点 

为 Z2( 2，0】)： 

，  ， ．

" 

M 

Z 

_- 

U 

， ● ● ● ● C 、 ●
【  

= 
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护率控制． 

(21) 5 仿真验证(Simulation) 

其中矸(al，n2)和z2(。2、n】)借鉴RyzJn[副中的方 

法进行求取，考虑维护的费用加以相应的改变． 

通过3．2中的式(1f)，(12)，我们给出启发式的 

次优反馈维护率控制策略： 

f(ku／k12) 】一if Xll／c 】／k]2)≤ql， 

【0， if 】／(k】／k】2)>ql； 

(22) 

f(k2／k22) ，if x2／(k2／k22)≤驰． 

‘ 【0， if x2／( ／k22)> q ． 

(23) 

其中，q【，q2为人为设定值． 

4．3 控制策略的实施(Implementation of the control 

policy) 

我们以框图3的形式给出策略的实际实施方 

法，其中：”计算安全面” 是计算出矸(。 ，a2)， 

( ，t72，t7 J)． (t72， J)的近似解 ．“实时眨谤控 

制”是指由计算出的安全面的值，采用式(19)一(21) 

的形式进行反馈控制．同时在维护投入时应考虑维 

生产系统启动 

唪  

／机器状奄是 ＼J 

圈3 第略实施框图 
Fig 3 Flow chart of implementation 

为了证明启发式算法的优化性能，我们进行了 

软件仿真运行．由仿真结果我 1可获得如下的两个结 

论：a) 机器失效的可能性随经时的增加而增大的 

幅度相对较大时，本启发式控制策略明姥优于在不考 

虑经时影响的控制策略；b)维护行为能够优化系统 

行为，使生产花费下降，但必须注意维护投入的时机 

或准则．时机的选择应综台考虑维护本身的费用及维 

护行为对经时增加的抑制作用程度．如维护投人的时 

机选择不当，反而会增加整个l牛产的花费． 

6 总结(Conclusion) 

本文给出了最优生产率和最优维护率的结构， 

指出最优生产率完全由安全面和临界面确定的结构 

特性．由于整个系统的精确解析解无法获得，我们以 

获得的结构特性为依据，给出启发式的安全点型次 

优控制策略，并通过仿真验证 r该策略的优化性能． 
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