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2 ～272 ＼ 1 基于广义正交多项式的近似系统解的存在唯一性 
√ 
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(北京航空航天大学自动控制系-北京，10C~3) 

摘要：通过在投影空间中的基变换，导出丁一种基于广义正交多项式(COPs)展开的线性时变系统的新的近似 

模型 基于这一模型．提出丁近似系统解的存在唯一性判据及其实现方案．证明了对任意线忡 ，竖系统，都可 构 

造出基于G0 展开的近似系统，使得对任意阶的这种近似系统的解总是存在唯一的．最后， ⋯阿个简单的例 子 

说明了本文方法的可行性． 
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存在唯一性 
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On the Existence of Unique Solution to the Approxinmted 

、
System Based on General Orthogonal Polynomials 

2 Jianping， CHENG Peng and WU Bin 

(脚 ar廿 o1"Automatic Control，Belj University o1"AeⅫ枷  ＆／s．slac~atics。Beijlng，10~g3，P．R China) 

A】蚓 ct：In §paper，a new印 蝴fI1a【edmodelforlinear咖 Ⅷ唧ng systemsis deduced via geaeral oahogonal 

polynomials(GOD,)expension by basis~ansfonmtlon in 0rojec~o．sl~ce．Based 0IIthemode1．the existence criterion of unique 

solutiontothe aptxoxirnated system andits~gorithm are DI Itis slx~vnthatthe approximated system viaGOPs Cxpflll- 

sion cart be constructedfor anylinear~r~varying system，suchthatthere always exists a u solutionto the approximated 

system of any order Finally，two simp】e examples are given to show feasibility of the mett~ in this paper． 

Key wl~dsI GOPs；linear血n vafying町神em；approximated system；existence岫jq l瞄§ 

1 引言(Introduction) 

近 20年来，许多学者利用各种正交多项式 

(0Ps)及广义正交多项式(()0Ps)毒 毯堡堕变墨 
统的控制问题，并在系统分析、辨识及最优控制等方 

面取得了不少成果，这些工作多侧重于特定系统、特 

定问题中的应用，对于一般性的体系结构性质研究 

甚少．OPs／GOPs方法在把微分方程转化为代数方程 

的同时，也破坏了原系统在较弱条件下成立的解的 

存在唯一性．文[1]给出了时变系统的近似系统存在 

唯一解的充要条件，但验证困难．在定常情形下，文 

：2，3]的结果表明：该问题等价于 ≠ 1(̂ ∈ 

(A)， ∈ (P)，其中 (·)为特征值集合，P为积 

分算子矩阵)，这一结果不易推广到时变系统，且按 

[3]的方法来寻找存在唯一解的近似系统，验证不 

方便．本文基于 GOPs展开．构造了一种近似系统模 

型，基于该模型给出了近似系统解存在唯一的判据 

及其实现方案，该结果较文[2，3](定常)和[1](时 

空)的结果要优越． 

2 预备与约定(Preliminaries and terminology) 

设 L2,e n，b]为 区 间 [n．b]上． 满 足 
r  ̂

l P( ) ，(￡) dt<*的可测函数f( )的全体构成 

的集合．其中p( )是权函数，Vf，g∈L2,e[n，b ， 

定义内积(，，g)：=I P(t)，(f)g(t)dt．由内积诱导 

范数 ；l fll 
， 

=  ．，) ，则L ． [o，b]构成一个可 

分的Hilber~空间L ，因而存在⋯组完全的正交基 

{ (t)}，且除系数外该正交基是唯一的． 

记 [8，b]：= span( 0(t)，⋯，≠ ( ))，则 

[8，b]是m+1维的Hilber~空间 ．所谓COPs展 

开，即为从 L2
,e[。，b]到 [n，b]的正交投影变换 

： 

：L2
,
o[n，6]一 [n，b]， ( )：∑ ( )， 

-=0 

(1) 

其中 }=( ， ，／( ， )为 的广义Fourier系数． 
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可自然推广到 为向量(矩阵)的情形，即可定义 

( )把 n维向量( ×z矩阵)的每一元素从 

L2
．p
[n，b]投影到 Hm[n，b]上，以下对 和 

p ( )不加区分，从上下文易予确定．v s E 

l[o，b]，设 E 为其坐标，且形式的记为s 

= ( 0． “， )S ．{1， ．⋯，t I也是 [o，b 的 

一 组基，令s在这组基下的坐标为 E ，同样形 

式的记为 =(1，t，⋯， )S‘．s在两组基下的坐标 

变换公式为 ： 

s = ， (2) 

其中 E ．【 ) ‘ 是 F三角阵，其非零元可由 

P(f)唯一确定【 ．在不引起混淆的情况下，以下对 

关于基底『1．t．⋯， I下的坐标的上标 省略不写． 
一 般而言．L2．。[。，b]包含了较平方可积空间 

L2[Ⅱ，b]更广的函数类，即有：L2．p[8，b]]L2[8， 

b ．相反的包含关系成立依赖于特定的GOPs．因此， 

L2
． 
[n，b]包含了通常的控制函数集．在以下讨论 

中，总假定函数的GOPs展开级数一致收敛． 

3 主要结果(Main results) 

考虑线性时变系统 ∑： 

∑： 
．

枷 “h ’ ㈣ 

其中 E }一， E IP，Y E ，A(f)，B( )．c(t)分 

别为相应维数的矩阵．令P ( (f))=∑ ( )， 

P ( )在基底 {1， ，⋯， 『下可表为 P ( )= 

∑ ，r．同理，对u(f)，y(￡)，A(￡)，B( )和c( )进 

行投影变换 P ，可导出} 

命题 l 
一

L 

kxk=∑( 十】 + 】uj)， k>0； 

(4a) 

= ∑c 一卉， ≥̂0． (4b) 

证 将(3)中各量以其 COPs展式代替，易证， 

略 

记 

A =dJ~g(Eo，⋯， )+ 

[ 一 
一 ， 一． 一． ：] ×m ， 

： 【 ，⋯， 一 1 E ⋯ ， 

D =(B 一 )⋯ E ， 

+【 = ( r)( +』] ( +”∈ ¨” 川 ， 

其中当 i<0时．j4 ，B 和C．分别表示相应维数的零 

矩阵．B 为单位矩阵．将(4)写成矩阵形式，即为： 

A = D + 0， (5a) 

= G +I ． (5b) 

其中， =( T．⋯， ) ∈ ， =( ．⋯， 

Ⅱ 一】) ∈ P． =(yo~，⋯， ) ∈ ‘ ． 

= ( ．砩) E ． m．令 ( )=；， (y)= ． 
即 

；( )=∑xit ． (6a) 

( )=∑yit ． (6b) 

定义 l 称(5)，(6)式为系统 ∑关于 { ( )}的 

m(m≥1)阶近似系统．记为∑ ．近似系统 ∑ 的初 

始条件定义为 (t0)= ( 0)． 

求解 ∑ 需要求A 的逆．容易证明有如F递推 

计算公式： 

命题2 A ‘= ，n ，= 

[ ／(m 1)EJ(m。+1)11眦 ，⋯， ． 【 +1) + ～一 ”’ 。 ‘ 
可见，本文定义的 ∑ 适合于递推计算．另外． 

与传统 COPs展式相 比．(6)式仅多了一坐标变换 

(2)．而使得其约束关系(5)较传统的近似系统约束 

方程【‘- 不仅形式简捷，且推证上更为直接，避免了 

正交基乘积和积分运算等引起的繁琐的矩阵运算． 

另外，由(5)式还可显式地构造状态转移矩阵 ( ， 

t0)的近似模型 ( ，t0)，并可证明 (t，t0)保持 

了 (t． )的性质．这也说明∑ 集中了较多的系统 

结构信息，因不属本文范畴，将另文介绍． 

定义 2⋯ 称 ∑ 的解是存在唯一的，如果 

V；(t0)，V (“( ))， (；( ))都存在唯一． 

记 (t)=B +(t．t ，⋯， )A -1 ．则可得 

近似系统解的存在唯一性判据： 

定理 1 ∑ 存在唯一解，当且仅当 ( 0)非 

奇异． 

证 由(5)及定义2，易证，略． 

与命题2类似， (t)也可以实现递推计算： 

命题 3 +I( )= (t)+[ + 

l4 ] ／(m+1)， I(t)=B． 

由定理 1可得推论： 

推论 1 著 =0，则 ∑ 的解必存在唯一． 

推论 2 在定常情形下，∑ 的解存在唯一，当 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 17卷 

且仅当 v ∈ (A)， ( f0) ／i!≠o． 
i=0 

一
生 ． 

证 在定常情形下， ( )=∑ ／i!，令J 
i=0 

= QI1AQ为A的约当型，其中 Q为非奇异矩阵，则 
m  

Q-i (f)Q=∑tq~／i!j ( 0)非奇异e=~det 
i=0 

m  

(Q一 (￡0)Q)≠0甘v ∈ ( )∑( ￡0) ／i!≠ 
i=0 

0． 证毕． 

定理 1给出了易于检验的存在唯一性判据．在 

定常情形下，推论2的结果要比文[2，3]得到的结果 

优越．由推论 1，可以证明对任意线性时变系统，V 

都可以构造出基于 C,OPs展开的近似系统 Z ，使得 

Z 的解总是存在唯一的． 

定理2 若0∈[口，6]，则VZ，Vm，jZ ̂ t． 

乏 的解存在唯一． 

证 设Z的时间作用范国是[t0， ，]，定义映射 

r：[t0， ，]一 [0，6]，r(t)=6(t—to)／( ，一 0)，则 

r：Z— r(Z)，由 r(t0)=0，即 r(Z)的初始时刻为 

0，由推论 1，即得证． 

若0《[口，b]，可预先对00Ps的作用区问[口，b] 

进行线性变换 ：[ ，b]一 [ ，6‘]，使得0∈[ ‘， 

．令 ：P(t)一 P (t)， ： (t)一 (t)，则： 

定理 3 { (t){是[ ，b ]上关于权函数 

p ( )的正交基． 

证 V[口 ，b ]，s．t．0∈[n ，6‘]，令 (t)= 

((口 一b )t+ ’一口 6)／(n一6)，可直接验证，略． 

证毕 ． 

定理2，3说明对任意线性系统，都可以构造出 

解必存在唯一的近似系统． 

4 算例(Illustrative examples) 

为说明本文方法，给出两个简单算例： 

例 1 设 A(￡)= ，采用k日m ce多项式展开： 

P2(A(t))=1．175z~0+1．1036 1+0．3578~2= 

0．9963+ 1．1036t+0．5367t 

则 (t)=1+0．9963t+1．13481t ，V 0∈[一1，1]， 

， ( 0)≠0，由定理 1，近似系统 解存在唯一． 

例 2 设 A( )= di~g(e‘，2)，同例 1，采 用 

Legendre多项式展开．并设系统Z作用区间为[一0．5， 

1]，t0～ 0 5．可计算出： 

P】( )=1．1752 +1．1036 =1．1752+1．1036t， 

P1(A( ))=diag(1．1752，2)+diag(1．1036，0) ， 

1(t)=diag(1+1．1752t，1+2t)， 

显然 1(t0)奇异，由定理1，Zl不存在唯一解．进行线 

性变换r(t)=2(2t+1)／3，则r(t0)=0，由推论1，近 

似系统 r(Z)。的解必存在唯一． 

5 结语(Conclusions) 

本文通过在 『̂m[口，6]中的基底变换，建立了 

种基于COPs展开的系统参数及输入／输出关系的 

约束代数方程，这组方程可以看成是一种新的基于 

C,OPs展开的线性系统的近似系统模型．这种近似系 

统与传统的近似系统模型⋯1本质 七是相同的，其优 

点是：1)除GOPs展开外，不再在模型中引入新的舍 

人误差；2)结构简单；3)压缩了近似系统的结构信 

息，可以直接派生出近似系统状态转移矩阵等新概 

念，从而可以进一步在分析系统结构性质在近似系 

统上的保持和反映发挥作用；4)由该模型得出的 

解的存在唯一性判据易于验证，较文[1 3]的相应 

结果要简单．而且，按照这一思想．可以对一般线性 

系统，构造出解唯一存在的近似系统．构造这一系 

统，除对原系统作一简单的时问尺度变换外．与基于 

G0Ps展开的传统方法相比，并不增加其它的计算负 

担，而使得近似系统解的存在唯一性得到自然的解决． 
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