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摘要：非线性系统的控制是目前自动控制理论研究的一个新热点．首先给出了近年来非线性系统理论研究基 

本结果的简要回顾，在此基础上，以非线性系统的鲁棒镇定和鲁棒 干扰抑制问题为主线，概括介绍了基于耗散 

性的非线性系统鲁棒控制理论研究领域的一些新进展． 
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1 引言(Introduction) 

在实际系统中，被控对象往往伴随着各种各样的不确定 

性．因此，我们只能基于近似描述被控对象的标称数学模型 

来设计控制系统 ．所谓鲁棒性就是指系统预期的设计品质不 

因不确定性的存在而遭到破坏的特性．因此 鲁捧控制对非 

线性系统理论来讲同样是一个重要课题．基于微分几何的非 

线性系统控制理论的出现L】_2 ，极大地促进了非线性系统鲁 

捧控制理论的研究，它与李雅普诺夫稳定性理论．小增益理 

论以及耗散性或无源性等理论相结合，给出了许多有效的鲁 

捧系统分析和设计方法． 

鲁捧镇定是非线性鲁棒控制问题的基本问题，其主要设 

计方法目前仍然以李雅普诺夫稳定性定理为基础．利用这类 

方法设计鲁棒镇定系统时，首先假设不确定性因素可以表示 

为有界的未知参数、增益有界的未知摄动函数或未知动态过 

程 然后根据其上界值或界函数以及被控对象的标称模型来 

构造一个适当的李雅普诺夫函数，使其保证整个系统对于不 

确定性集合中的任何元素都是稳定的．这种设计方法的关键 

是如何给出构造理想的李雅普诺夫函数的一般方法 近年来 

鲁棒控制理论的研究表明，如果系统满足一定的链式结构， 

就可通过递推设计的方法逐步构造出理想的李雅普诺夫函 

数 J．而利用基于微分几何的非线性系统理论，我们可以给 

出判定一个系统本质上是否具有上述链式结构的几何条件． 

并给出通过坐标变换将系统的数学模型变成显式的链式结 

构的一般方法 文献【4，5]按照这种慝路讨论了不确定性可 

用未知参数描述时的鲁捧镇定问题．文献[6 8]则研究了不 

确定性可以用未知的非线性摄动函数来描述的情况．这种设 

计思想还可推广到不确定性具有动态过程的情况 。m】以及 

多个非线性子系统相互串联构成的太规模复杂系统的鲁棒 

镇定问题_1 ．应该指出，上述基于李雅普诺夫 函数的镇定理 

论，还可以从系统无源性的角度加以解释⋯．或者更确切地 

讲，上述李雅普诺夫函数的构造过程正是使系统无源化的过 

程，而此时的李雅普诺夫函数正是保证系统无源性的存储函 

数．文献[12]的一个重要贡献就是给出了翔定非线性系统无 

源性的KYP弓I理，并提示了对于非线性系统可以递推构造 
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2 控 制理 论 与 应用 埽卷 

存储函数的可能性 上述有关鲁捧镇定问题的结果．4 正是 

这种设计思路的一个推广，而文献[6]还给出了判定具有不 

确定性系统的鲁棒无源性的鲁棒KYP引理 

实际上，无源性是系统耗散性概念的一个特例．对于给 

定的能量供给率，如果存在一个依赖于系统状态的非负能量 

存储函数，使得耗散不等式成立，则称该系统是耗散的 无源 

性正是供给率为输A输出信号之乘积彤式的特侧 工程中常 

用的另一个特倒是供给率由输入到输出信号的范数之差给 

出的情况 如果系统对于这类供给率是耗散的，那么该系统 

由输入到输出就满足 增益约束条件_I ．因此，许多与 

增益约束有关的控制问题，如 综合问题【”J、H 控制【 J 

以及于扰近似解耦或 干扰抑制1] 等，都可以归结为使系 

统成为耗散系统的问题．一般，这类设计问题都需要解适当 

的Hamilton-Jacobi-Issacs(HJI)偏微分不等式[13,t43，而该不等 

式目前尚无有效的解析求解方法．如果我们将上述构造存储 

函数的方法加以推广，使其满足所对应的耗散不等式，就有 

可能不必通过求解HI1不等式得到鲁捧 增益控制器 文献 

16]针对具有参数不确定性和有界函数摄动情况，给出了鲁 

捧 干扰抑制问题的解．文献：l7]则讨论了不确定性的界函 

数满足三角结构时的干扰近似解耦或干扰抑制问题．而对非 

线性鲁棒 H 控制问题，文献[18，19]研究了不必求解I-IJ1的 

设计方法． 

本文以基于耗散性或无源性理沦的镇定和 干扰抑制 

控制器设计方法为主线，夼绍非线性系统鲁捧控制理论的一 

些新结果． 

2 非线性控制的基本结果(h【咖 t results of non— 

linear contro1) 

2．1 相对阶与反馈线性化(Relative d印臂 and f酯m妯ck lin- 

eariza~ ) 

考察非线性系统 

『 =，(x)+g( )Ⅱ， ⋯ 
1 y： (̂ )． ⋯ 

其中， 是状态变量，u和y分别是输入和输出信号． 

定义 l⋯ 若存在一正数 (1≤ ≤11,)满足如下条件 

f (̂ )=o，o≤i≤ 一2，V ∈R ， 

L L．毋 h( )≠0，V ∈R ， 

则称系统(1)具有相对阶 ．其中，记号 (̂ )表示函数 

h( )沿向量场，的微分．记 )=[̂( )，⋯， (x)n 则 

=  ， 而 (̂ )= 1 hl， h( )= (̂x)． 

设，( )= ，g( )=B，̂( )： ，则定义I的条件 

等价于 CB=0，CAB=0，⋯，CA B=0， B≠0．显然 

该定义是线性系统相对阶的一个推广．在非线性系统中，相 

对阶的意义在于它描述 了系统非线性结构的本质，若系统 

(I)具有相对阶 ，则在一定的几何条件假设下，可以找到适 

当的函数 ==rn( )，(：(-- )使得系统(I)通过坐标变换 

；= to( )，毛 = (̂ )，最 = ( )，⋯， =￡ h( ) 

(2) 

和状态反馈 

u：i ( ) [0一衅h( )]， (3) 

变成如下形式： 

j=fo(z， ， ，⋯，矗)，∈E= ， =邑，⋯， = ． 

2．2 最小相位与零输出动态(M 删删 曲ase and zero dynam- 

its) 

所谓系统(1)的零动态是指当翰出y恒为零时的动态过 

程．根据反馈等价性⋯，输出恒为o，当且仅当 =岛=⋯ = 

= o因此，零动态可以描述为j=fo( ，o，⋯，o)． 

定义2_]- 若；：0是系统 = ( )的渐近稳定的平 

衡点，即存在一连续可微的正定函数 (=)使 ( )<0， 

V ≠0，则称系统(1)是最小相位的，其中 ( )= (=，0， 

⋯

．O)． 

2．3 无源性与稳定性．K'YP引~(Passivity，stal~ty and KYP 

lerm~) 

Lyalmnov意义下的稳定性反映了在没有外部激励的条 

件下系统的广义能量的衰减特性．所谓无源性，乃是指系统 

在有外界输入时的能量衰减特性． 

定义 3lI J 对 于系统 (1)，若 存在非 负定 函数 

( )(v(0)：o)(称为存储函数)使得不等式 
r| 

r(z( ))≤ (x(o))+l u(r) y(r)dr (4) 
J D 

对于任意输入函数 u(r)成立，则称系统(I)是无探的．上述 

不等式别称为无源不等式． 

如果我们把 uTy看成外部向系统供给的能量供给率，那 

么不等式(4)表明 l时刻系统所具有的能量 ( (c))总是小 

于韧始时刻能量 ( (0))与。到I时间内外部提供的能量之 

和，即系统总是消耗能量的 如果 y( )对时阃 l是可微的， 

那么(4)式等价于 

V≤ M ， (5) 

式中 表示y( )沿系统(1)的轨迹对时间的微分．本文只考 

虑 为连续可微的情况． 

如果上述不等式严格成立，则称系统是严格无源的．根 

据Lyalmnov稳定性定理可知，如果系统(1)是严格无源的，且 

y( )是正定函数，那么其自由系统 t= )是全局渐近稳 

定的．此时的存储函数是 Lyapunov函数，满足 <ttTy；0， 

V ≠ 0． 

若系统是无源的，且是零状态可检测的[⋯，或是最小相 

位的，那么令 =一 (，)， (，_)是满足 (，，)，≥O且 (O) 

= 0的任意函数，则根据Lasalle不变集定理 j，容易验证，闭 

环系统 t= )一g( ) ( )是全局渐近稳定的． 

引理 l(KYP引理1] ) 存在可微的非负定函数 “ )使 

得系统(1)是无源的，当且仅当 y满足 

￡ ( )≤0， “ )=h。 (Jr")． (6) 

2．4 耗散性与 增益、l玎I(Di商 嘶 ， 一g and}hnn- 

ton-Jacobl h日 ) 

定义4 对于系统(I)，考虑适当的函数 s(u， )，若存在 

正定函数 ( )，使得 
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1期 非线性系统鲁棒控制理论的一些新进展 3 

“ (t))≤ (0))+I (Ⅱ，y)dr， 

或者当 可微时，等价地 

≤s( ( )，y(t))，Vl≥0 (7) 

对任意 u成立，赠称系统(1)对供给率 s(u，，)是耗散的，而 

V称为存储函数． 

与前述的无源性概念对照可知，耗散性是针对更为一般 

意义下的能量供给率而言的．无源性是 =uTy时耗散性的 

特倒．考虑如下定义的供给率： 

(Ⅱ， )A_}{ I J uII 一0 Y (8) 

若存在可微的函数 ，使系统(1)对上述供给率是耗散的，那 

么不难证明该系统满足 增益约束条件 YI『2≤y 0 u ， 

V u，其中0·Ij 2为广义 范数即0 uII 2垒(J?uTud1) ， 
fn>0是任意给定常数 

可以证明，对于给定供率(8)，存在正定可微函数 满足 

耗散不等式(7)的充分必要条件是 满足如下l-lJl[]3 ：： 

( )+ II￡ )|1 +{Î( )|1≤0 (9) 
设被控对象的状态方程给定如下，其中"表示干扰信 

号 ： 

一  ’ 

(10) I r： ( )+ ( ) ． ⋯  

所谓 增益综合问题是指对给定的 y>0，求反馈控制 

u= ( )，使得 =0是对应闭环系统的渐近稳定平衡点，且 

0 II 2≤ y I{2，V 成立． 

2．5 I胛 Ⅱ即 函数的递推i~i'l'(Lyapunov-based崩 w de． 

sign) 

考察非线性串联系统 

f - (】1) 
L 2 · 

其中 0)=0，假设该系统满足：1) I=0是子系统t．= 

，( )的渐近稳定的平衡点；2)子系统之间的耦台项满足 

( ，0)=0．则由Lyam,ov逆定理⋯知，存在一个正定函数 

( I)满足 ／~g／(xj)(0，V Xl≠0，又，在假设 2)下， 可以 

分解为 ( l， 2)= ( 1．Z2) 2【 ． 

对于这类系统，可基于 递推构造 Lyap~ov函数及反 

馈控糊律如下： 

令 

V(x)= ( I)+_} ％ (12) 

沿着闭环系统轨迹求 的微分，井利用式(11)及上述分解 

式，得 

lIJ：)= ¨  = 

【等虬一 )+u]． 
使 ( ．，x2)=(0，0)成为闭环系统渐近稳定平衡点，即 

(0，V l≠0，V 2≠0的控制律为 

u=一 虬  )一 

实际上，上述构造Lya~ ov函数的过程还可以推广到非 

线性子系统与多个积分器相串联的情况，此时整个系统的 

Lya~ ov函数有如下结构： 

V( ， l， ，⋯， )= 

)+{∑I 一q( ． 一，￡)fT1￡一∞( ， ，⋯，￡)I 

其中 是第i步设计的反馈控制律．这个设计过程称为Back- 

☆ppiI 法或Lya~ ov递推设计【 ． 

3 鲁棒无源化——鲁棒镇定问题(RDb tmsimi~- 

ro~st mabiliz j∞ ) 

3．1 不确定系统的描述(D ∞of unzt~ain nonbltar 

te|I1 

具有不确定性的非线性系统可描述为： 

f ¨ghh· [13) 【
Y： (̂ ) 

设 0)=0，̂(0)=0． 表示不确定性摄动函数，且可以表 

示为 )=e( )占( )，其中 e为已知而 为未知映射，属 

于集合 n = }占( )l{I ( ) 《 0 n( ) ，V ∈ }， 

n( )是已知的有界函数．当 )=0．系统(13)就成为系 

统(1)，称为相应的标称系统． 

如第2节所述，若标称系统及 e( )满足一定的几何条 

件，采用坐标变换(2)和状态反馈(3)可将系统(13)变换成下 

述标准型 

rj=fo( ， )+̂ (：， 1) ( ，毛)， 

“ "“ ， 
(14) 

l ： L
掌= + ( ，{ )占(z，} ) 

这里 

哥=[ l ⋯毫]， =丘 (T-I)( ．乞))． 

竹 =丘 (T-t(：， ))(1≤i≤ )． 

表示坐标变换(2)的逆变换．上述标准型(14)是以下的系 

统鲁棒镇定及鲁棒H 控制设计的标准形式 

3．2 ●棒无潦性(取衄城passivily) 

定义 5【 ] 系统(13)是鲁棒无源的，系指存在一次可微 

的非负定函数 )，使得 

{ hr 【 ( )= ( ) ⋯ 
对所有 △厂成立 ．如果不等式(】5)是严格不等式，则系统(13) 

是严格鲁棒无源的 

引理2(鲁棒KYP引理【 ) 系统(13)是鲁棒无源的，当 

且仅当 y( )使得下式成立： 

r与F( )+II丘y( )0 II n( )0≤0， 

i ㈤ 
这个引理是前节 KYP引理的一个推广，它描述 了系统 
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4 控 制 理 论 与 应 用 l8卷 

鲁棒无源性的充分必要条件，但是(16)式不适用于设计控制 

器．文献[6，7]还给出了基于H／I形式的充分条件． 

引理 3 如果存在一个正实函数 (̂ )和非负一次可馓 

函数 V( )．{芮足 

该定理可通过递推构造Lyapm~ 函数来证明，详见文献[6]． 

3．4 非线性串联系统的鲁棒镇定控制嚣设计( of ID- 

Ii日6m 。0 目fat nanllnear cascaded sysmm) 

考虑具有不确定性的由两个子系统串联构成的非线性 

』 )+ 2 l} )l12 雨1 川≤。，v ， 系统 

【 ( )=  ̂( )． 

(17) 

刚系统(13)是鲁棒无源的． 

若将(17)式中不等式改为严格不等式，则可以证明条件 

(17)是严格鲁棒无源性的充分必要条件_6J． 

3．3 鲁棒镇定控■嚣(RobII吐☆蜘lza6Ⅲ∞mDll玎) 

为简单起见，以下只考虑相对阶 ；1的情况 在一定条 

件下．下述方法可推广到 >1的情况．当标称系统(1)的相 

对阶 =1时．系统(14)具有如下形式： 

： ≯ ㈣ l，：Ⅱ+6I(：，y) (：，y)． ⋯ 
对于(18)，考虑反馈控制 u=c( )+ ．选取 c( )使得 

存在一个正定可徽的存储函数 ，保证闭环系统从 到 是 

鲁棒无祸c的，令 =一 (y)，剐相应的闭环系统就是鲁棒稳 

定的 即鲁棒镇定控制器为 =。( )一 ( )， 

记fg=fo(z，0)， =A(z，0)， ‘= (：，0)，该系统的 

零动态可表示为： 

{= ( )+ff(z) (：)． 

定理 l_6_ 考虑系统(18)．设存在一个可散的正定、正则 

函数 v／(z)．使 得对所 有 ’∈ n，有 { ( )+ 

(：) ( )}<0，V 0．或等价地⋯ 

+ 丽1 (：，o)lI <0，v：≠0． 

(19) 

删使 (z． )=(0，O)成为相应的闭环系统全局稳定平衡点的 

反馈控制律给定如下： 

u ： 一 ( y)】一 )．(20) 
式中 ( )为满足 ( )>O的任意函数，且 CO和 c由下式 

给定 ： 

co(z，y)= 

(z． )+ (̂z){ ( ，y)+6l(z．y)I} (z)I ， 

c1( ，y)= 

{ ( ．y)+6l( y)I{ ( ．y)+6 ( ，y)}y+ 

南 ( ){ ( )+{ ( )y}_ 
且五． ，五分别是{芮足如下分解式的给定函数： 

r，0(z，y)= (z)+ (z，y) ． 

{ (z，y)= (z，0)+ ( ，y)y， (21) 
【 (z,y) ：1 (z)l + (z,y)y． 

rt= ( )+c( ，}，y)Y+ ( ，}．y)， 

{ =̂ (})+G(})u+ ( )， (丝) 

Y= (̂})． 

其中4̂ ( ，}，y)=EI( ，y) I( ， ．y)， (})= ( )岛( )． 

这里 和如是已知的光滑映射． 和 是未知但有界的映 

射．满足 ( ，}， ) 《Pl( ，y)， 如( )lJ ≤P2( ) 

，P2为已知函数√ ，c， ，G是相应维数的光滑映射，同前 

所述，将光滑函数 }I VII 和 ll ll 分解为 

lI Vll = ll Vll + ( ．Y)Y， 

ll ( ．y)ll = ll P ( )ll + ( ．y)y． 

这里 E。( )=El( ，0)，尸．( )=Pl( ，0)． 和 为适当 

的函数． 

定理 2 假设系统(丝){芮足如下条件： 

1) 子系统是鲁棒渐近稳定的．即存在正定函数 V( ) 

和标量 E1>0，{芮足 

V+专ll Vl1 +{ll P*( )|1 ≤一El )； 
2)以 u为输人、y为输出的}子系统是鲁棒无源的．即存 

在一正定函数 满足 

i1 ll ll 1 ll P2( )lI ≤o， 

k ： ’̂( )．V ； 

3) +如 2，hI对所有 2是可检铡的． 

删使该系统鲁棒全局渐近稳定的反馈控{睁I器给定如下： 

= 一 功，一寺 ( ．y)一{ ( ，y)+y． (23) 

4 鲁棒 H 控制——鲁棒干扰抑制问墨(R0bIlst H 

control— rohlst dismIbar ammuation) 

4．1 鲁{I耗散性与 工2增益(R0bI 曲 m and ·g血) 

考虑如下具有不确定性的非线性系统 

f ： + )+g( )“ P( ， ( ) L
Y= (̂ )． 

这里 是干扰输人，p是光滑映射， )=e(x) ( )， 

( )∈ n． 

对于给定的 7>0．寻找光滑反馈 Ⅱ=a( )，使得对于 

所有 ( )∈ n． =o成为闭环系统全局渐近稳定的平衡 

点．且从干扰 仲到输出y的 增益小于给定的 ．这就是鲁棒 

增益综合(或鲁棒 H。控{睁I)问题 ．从 增益到 耗散 

的关系来看．这实际上等价于求一个控{睁I器 K( )，使得存在 

一 次可微的正定 、正则的函数 )，{芮足 

)+e( ) ( )+g( )K( )+P( ) }< 

÷{户ll ll 一ll Il }，v ． (25) 
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一 般情况下，这类鲁棒 设计问题均可以归结于求 唧  

的问题(详见文献[14．21])．但是．如果我们着眼于系统的具 

体结掏．就可能避开求解唧 ．通过遵推的方式构造满足上述 

耗散不等式的 ( )和反馈控翩律 a( )．详见文献[16．19， 

22] 

4．2 鲁棒干扰抑制控榭叠(R0h城dis缸ban 蚰朗Iuad硼o∞一 

出 ) 

我们仍假定系统的相对阶为1，则系统(24)反馈等价于 

，}= ( ．y)_ 

{，=Ⅱ+b(}，y)岛( ．y)+po(}，y) ， (26) 
L =ho( ．y)． 

对该系统的零动态．我们假设存在一个径向无界函数 

( )及正数 E>0．有 

≤一E州 })，v ． (27) 

其中 (勒 = ( ，0)．那么，我们可以构造单调增正值函数 

疋 使得下式成立l ： 

{Ill h (勒ll +l』n．( ) }≤K( )． (28) 

其中h．( )= 0̂(}，0)， ( )=no( ．0)、基于K．构造正 

定函数如下： 

Vo(W)= W su
。

p． + (0)d0． (29) 

则可以证明，在如下定理3给出反馈控制器下． 满足闭环 

系统所对应的耗散不等式[ ． 

定理 3 E 设存在 (：)使得(27)式成立．令反馈控制 

器给定如下： 

u=一口( ，y)一zoy． (30) 

a( ． )=[ r + ( 醯+po )，+ 

{(nT + r̂．)，+ ( n．+̂ r̂．)． 

则对应的闭环系统满足如下性能要求：1)当 "=O时，(}， 

y)=(0，0)是鲁棒渐近稳定的平衡点；2)对任意给定的 o， 

满 ll工 dr≤ 0仲 出，V ，其中，e。>0为任意给 

定常数， >0为充分小正数．且 ．h】，n．分别为满足如下分 

解式的函数： 

，D=f (勒 + (}，Y)Y， 

k =h．(勒 +h】(}，Y)Y． 

no= n．( )+n】( ，y)y． 

4．3 线性蕊l竞的特饲(Ex脚叫e of Hn syst~n) 

熟知对于线性定常系统，H 设计问题可以归结为与HJI 

对应的代数Riccafi方程求解问题．当标称系统是线性，而不 

确定性为非线性时，同样也可通过求解P．~cafi方程得到鲁棒 

H。控{|I器【卸．但是．如果用上述方法，同样可以得到鲁捧 

H。控制器． 

给定如下具有不确定性的线性系统： 

r}= D̂}+ Îy， 

{，=Ⅱ+髓(}，y)+ ， (31) 
I：： +c】 ， 

显然．这是非线性系统( )式的一个特例．设不确定性 

非线性函数满足 I1 ( ，y)I1≤ ll‰ + yI1．V ，，，‰ 

及 ．为已知阵． 

该系统的零动态可表示为}=Ao$．若 A0是淅近稳定 

阵．这时对于任意给定的正定阵 口，一定存在Lyalamov方程 

P+ =一口的正定对称解矩阵P．现构造二攻型函数 

( )= ．则对充分小 E)0．有 

(})= ( P+只tD)}=一 O ≤一E ( )． (32) 

令 = ： 1可 ～(【 】)；并定义单调增函数 ( ) 
=y 、可验证 ( )满足： 

● 

。

1 

{ h．(})ll +fl n (}) ={ (瑶Co+晴瑚}≤砥铆 

与(29)式相同．构造正定函数 如下： 

( 一船 + Co)do=肌 号y ． 
’ (33) 

与(26)的分解式对照．可取 ( ，y)=A】，hi(}． )= ． 

n1(}， )= ．故．由定理3可得鲁棒干扰抑{|I控{|I器如下： 

Ⅱ：一2A ( +3 )一E0y一 

去{B + ；y一{{研ⅣI+四cIl 一 
l 7 +ci l —Eo，． 

ED)0为任意常数． )0为充分小正数． 

5 结束语(Conclusi~) 

本文介绍了非线性系统鲁棒控制理论研究领域的一些 

新成果．论述的重点主要集中在状态反馈和系统的不确定性 

可以用有界非线性摄动函数描述的情况．这些成果建立在耗 

散性等经典的系统理论和以微分几何为框架的现代非线性 

系统理论自身的发展基础之上，为了突出介绍该领域的新动 

态，本文并束涉及其他的非线性鲁棒控{|I方法以及许多有关 

可参数化不确定系统的鲁棒控制问题．有兴趣的读者可参阅 

文献【4,5]及有关参考文献．另外，关于本文所介绍的设计思 

想的应用(特别是应用于机器人系统的研究结果)，可参阅文 

献【23～25]． 

最后，还应该指出这里介绍的理论本身还有待于进一步 

完善和发展 例如．为了将本文介绍的方法推广到相对阶大 

于1的系统．不确定性的界函数至少要求满足所谓的反馈结 

掏．不确定性满足这个约束的几何条件是有符弄清的课鼯． 

另外，所得到控制器一般结构复杂，且增益较高．控制器的简 

化、基于输出反馈的控制以及在输入限幅的条件如何设计控 

制器等等，也都是具有现实意义的课题． 

] 蕊d啊iA N 0 岛咖 口[M]． Id F~itioa 
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