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摘要：考虑输出饱和线性系统的稳定性以及 增益性能．在输出为状态量的饱和函数且饱和函数为能量有界 

的形式下．得出了可稳线性系统为可静态反馈半全局镇定的结论，并且对两类性能函数分别得出静态反馈下系统 

满足某 岛增益性能指标的充分条件． 
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1 引言及符号(Intr~ on and notation) 

在现实的控制系统中，所有控制元件都是具有 

饱和性质的．现在已有许多文献研究在输入饱和的 

情况下系统的分析与综合问题，参看文[1—4]．然而 

在系统中，具有饱和性质的可能是输出量的测量元 

件．对有输出饱和的线性系统，文[5]研究了系统的 

可观测性，也即根据饱和输出重构状态量的可能性 ． 

然而对具有输出饱和的系统的其它方面的研究并不 

多．本文针对如图 l所示的系统讨论了系统的稳定 

性及 厶增益性能(也即H 性能)，其中P为线性对 

象，C为控制器， (·)为饱和函数，"，Ⅱ，z， 和下节 

定义相同．对于输出量为状态的饱和量且饱和函数 

为一类特殊的饱和函数，得出了可稳线性对象为可 

半全局镇定的结论；并且分别针对两类特殊的性能 

函数对系统的 增益性能进行了分析与设计． 

1．1 符号(Nota~ ) 

P>0，P为对称正定矩阵；ll·ll：向量的欧 

几里德范数；II·II ：信号的 范数； 一(·)： 

叩i (·)：矩阵的最大、最小特征值；exp(·)：指数函数． 

葫  
图 I具有输出饱和的系统框图 

Fig．1 System subject to outpuI samr~ion 

2 问题描述(Problem descd 叩) 

本文考虑如下两类具有输出饱和的线性系统： 

三l： t=Ax+Bu，y= ( )； 

，露 = + Bu+ Ew， 

I 
三2： {z=Cx+ ， 

y= ( )． 

其中 ∈ 为状态量，Ⅱ∈R 为控制量， ∈ 为 
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外界干扰量， ∈ 为被控量，也即性能函数，y∈ 

R哟输出量 ，在此为状态量的饱和输出：A，B，c，D， 

为适当维数的矩阵； (·)为一类特殊的饱和函 

数，其数学描述如下： 

口( )=卢( ) ， (1) 

=  

， 

(2) 

此类函数为能量饱和函数．本文以下分别针对系统 

三1的稳定性以及系统三2的￡2增益性能进行分析与 

设计． 

3 稳定性分析(Analysis ofthe stabifity) 

众所周知，对于线性系统可通过静态状态反馈 

实现全局镇定，其结论可表示为如下引理： 

引理 1 对于系统 三I，如(A，丑)可稳、则对于 

任意的 q>0，下列Pdceati方程必存在 P>0的解： 

A P+PA—PBB P+q 0， (3) 

且系统可通过状态反馈 n=一 实现全局渐进 

镇定． 

此结论在一般的线性系统著作中均有论述． 

但是由于输出饱和的存在，不是所有的(A，B) 

可稳系统 三一可通过静态反馈实现全局镇定，这一结 

论可由一简单的例子证实．设系统为： 

= +n， Y= ( )． (4) 

显然此系统为可稳的，且 =0为平衡点，取李雅普 

诺夫函数为 ={ ，则对于任意的u=h有 

： dV／dt： ： 

( + ( ))= (1+ ( ))． (5) 

对于任意的 ≥0， ≥0；而对于任意的 <0，当 

}1 >一 时， ≥0．此系统是不能由静态反馈实 

现全局镇定的． 

尽管可稳系统有如上的结论，但它却可以通过 

静态反馈 n= 实现如下定义的半全局镇定． 

定义 1(半全局镇定) 一 考虑系统 三。，如果对 

于任意给定的有界集 c R ，存在一静态反馈 

=  使闭环系统的平衡点 =0为局部渐近稳定 

的，且 包含于局部渐近稳定收敛域之中，则称系统 

三】为可以通过静态反馈 u= 实现半全局镇定的． 

定理 1 如 (A，B)可控，则系统三1为可通过静 

态反馈 u= 实现半全局镇定． 

证 对于任意给定的有界集 c ，必定存在 

常数 口>0， c{ I lI 0<Ⅱ， ∈R }． 

因(A，B)可稳，给定 q>0，由引理 1，Riccatti 

方程(3)必定存在 P>0的解．可以证明当取 “= 

一  

1 

caB 时，闭环系统在 内为渐近稳定的．其 
●  

中c=√ ～(P) (P)，显然 c≥1． 

取李雅普诺夫函数为 V： Px，则 

： dV／dt： (A P+PA) +2xrPBu： 

一  + PBBrpx一0 P眙  而 ( )： 

一  +(1一 ( )) PBB Px， (6) 

则当卢( )≥1／(口c)，即 If ll≤口c时， <0． 

以下证明当 (0)∈ 时，Vt>0， <0，即系 

统为渐近稳定的．采用反证法，假设存在 T。>0， 

(T1)≥0．显然 9(O)<0，则必存在0<T≤ Tl， 

Vt∈ (0，T)， (￡)<0，且 (T)=0，因此 

II ( ) = (T) (T)≤ 

(T)Px( )A～(P)< 0A (P)≤ 

～ (P) o (P)≤(w) ． (7) 

由式(6)可知 (T)<0，与假设矛盾，结论得证． 

证毕． 

4 L2增益性能分析与综合(̂IIa s aDd syn． 

Ib is oftbe L2 gain peI蕾lmⅡ黜 ) 

本节考虑系统 三2的 2增益性能问题． 

引理 2 如果对于任意的 ￡≤ T，有 (￡)≤ 
一 aV(￡)+6，且 V(O)=0，其中口>0，b>0．则对 

于任意的 ￡≤ T，V(t)≤b／a(1一exp(一 ))． 

证 结论显然． 

首先讨论系统 三2在 D=0时的 增益性能． 

当饱和不存在时，此时控制律n= 的设计问题即 

为标准的 H 状态反馈控制问题 ，有如下的结论． 

定理2L 当D=0时，系统三2可通过静态状 

态反馈 u= 使闭环系统为内稳定且 H 性能指 

标 (s)II ≤ 7的充分必要条件为：存在 

q>0，r>0使下列Riceatli方程存在 P>0的解： 

A P+ +CrC—rPBBrp+7-2PFA~Vp+q=0． 

(8) 

特别地可取 =一÷ P． 

当饱和存在时，可有如下结论： 

定理 3 考虑以下两命题 ： 

1)当D=0时，系统三2可通过静态状态反馈 n 

= K。 使 闭环系统 内稳定且 H 性能指标 

}1 (s)ll ≤ y； 

2)当D=0，干扰信号幅值有界时(即 Vt>0， 

II (t)ll<。，n为—确定的常数)，系统三2可通过静 

态反馈 u=厨 使闭环系统在无干扰时( (t)=0)局 
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部稳定，且在零初始条件下( (O)=o)其 L2增益小于 

r(1lp II=II L／II II k<y)． 

则 1)j 2)． 

证 这也就是要证明：当 (t)"(t)<8 时， 

系统可通过静态反馈 “： 满足2)中的稳定性及 

性能要求的充分条件为：存在 r>0，Q>0，式(8) 

有P>0的解． 

下面证明当以上条件成立且 同时取 = 

一 {}矿P，则闭环系统能满足上述稳定性及性能要 
‘  

求，其中 

8≥msx(a~'r／,／ (P) ((C C+Q)P一。)，r)． 

令￡： (( C+Q)P一 )，则 

￡P=pW2 
。
(P-1／2(CTC+Q)P一 ) ／2≤cVc+q． 

(9) 

由式(8)，可得 

ATP + PA — rPBBTP + y一2PEETP + ￡P ≤ 0
． 

(10) 

取李雅普诺夫函数为 V： Px．对 V求导得： 

： dV／dt： 

(A P+PA) +2x PBu+2x PEw≤ 

一 珏 Px+rx PBBTPx一 ( ) PBBTPx+ 埘 ≤ 

一 E +(r一帮( )) PBB Px+(at) ． 

(11) 

另外当 V≤ (8y)2／￡时，可得 r一 ( )≤0．这是 

因为： 

x
Tx ≤ 1

丽 XTPx≤(d7) ／(sl a(P))· 

(12) 

当 (a7) ／(n (P))≤1时，卢( (t))=1．而当 

(dy) ／(d (P))>1时，卢( ( ))≥ ／(dy)． 

由8满足的条件易证r一 ( )≤0． 

首先证明稳定性． (t)=0时， 

≤一eV+(r一 ( )) PBB Px． (13) 

同定理 1的证明可证当 x(O)∈ { l Px≤ 

(P)8 ／r l时，系统为渐近稳定的． 

以下证明 增益性能．在此又首先证明 V t∈ 

[0，+∞)，V( )<(at) ／￡．采用反证法，即假设存 

在 TI>0，V(TI)≥ (ar) ／￡．显然 V(0)=0，刚必 

存在0<T≤TI，Vt∈(0，T)，V(t)<(ny) ／e，且 

V(T)=(ny) ／e．则 V t∈(0，T]，r一 ( )≤0． 

因此由式(11)得：Vt∈(0，T]． 

≤一￡ +(oy) ， (14) 

≤ (1一exP(一目))， (15) 

V(T)<(ny) ／￡． (16) 

上式与假设矛盾，结论得证，同时有 Vt∈ [0， 

+∞)，r一 ( )≤0． 

dV／dt+z z一矿 ≤ 

一  +(r一 ( ))XTPBB Px<0，(17) 

则闭环系统 L2增益小于 y． 证毕． 

根据定理3，当 D=0，且干扰信号幅值有界 

时，可由不考虑饱和设计静态反馈控制器来设计有 

饱和时的静态反馈控制律． 

当 C D：0时，针对静态反馈控制器的设计， 

可得如下结论． 

定理 4 考 虑 系统 三2，当 C D ： 0，且 

fI (t) <1(取1是为了简洁，取其他值时同理)， 

如果存在。>0， >0，使下列矩阵不等式有 p>0， 

>1的解： 

+QA nQ一曰BT E 1<0， (18) 
一  

I3 ’ ： ’ ‘ 

Q一口 <0， (19) 

一  211cq L 
一

口-。 

(20) 

或者使式(18)、(19)以及矩阵不等式： 

"  

一  ，1 L C口 
一  

一 。y ， 、 

(21) 

有 Q >0，0< ≤ 1的解，则反馈控制器 u= 

一 号 Q～Y，其中8=max(1， )，可使闭环系统 

无干扰时局部稳定，且在零初始状态条件下， 增 

益小于 y． 

证 取李雅普诺夫函数 V： XTPx，其中 

P：p-。，对 V求导得： 

=  (A P+ ) +2xTPB“+2xrPEw < 

一 口V+(1一帮( ))XTPBB Px+删 埘． 

(22) 

当 =0时，同定理 1可证系统在 n：t l 

≤ 。(P) l之内渐近稳定． 

由式(19)可见得当 V≤v／a时，ll < ． 

由此以及 8满足的条件易证当 V≤ v／a时， 

1一 ( )≤0． 
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因Vf∈[0，+*)，ff ( )ff≤1，和定理3的 

证明同理，可以证明 V ∈[0，+ )，V(t)<v／a． 

则同时有 V t∈[o，+∞)，l一 ( )≤o．由式(22) 

得： 

<一 V+t ． (23) 

则： 

l aVdt<l cWdt+V(∞)一v(o)< 

j wdt= (24) 

当7>1时，M：一吉 B 毋，由式(2o)得： 

II z II ： 

j： (c c+卢2( )rIPBD DB p／4) dt≤ 

l。 (c c+ 肋} DB P／4)xdt< 

l。(y2 Px／v)dt<y II"II (25) 

当0< ≤1时，u=一{ py由式(21)同理可得： 

|1 z 1I <y ll”I1 ．则系统的 如增益小于y． 

矩阵不等式(18)～(21)对于 和 为非线性的， 

需固定 和 才能将其转化为线性矩阵不等式并利 

用 MATLAB的 LMI toolbox来求解 ．为简化求解可 

将 取为和 相同，此时以上几式可以通过只对 n 

的搜索来求解． 

5 算例(Numerical example) 

考虑如下系统 互： 

： 【一 。 一 。】 +【 】u+【。i5】 ， 
l = [0 1] ， 

z2：[0 1]u． 

首先当" ( )"(f)≤10时，针对性能函数=l进 

行控制器的设计．此时D=0，当y：1时，根据定理 

3取 Q：，，有解： 

一 ， p — f—o·8263 o·0102 1 
一 ⋯ 一 【O

．
0102 一O．0984J。 

则在考虑输出饱和时可得反馈控制器： 

r一0．8263 0．O102 1 

岛 一专B P 【0_ol02 一o
．0984】 

在不考虑输出饱和时可得反馈控制器： 

= 20／4 Îni (e)a叩i ((cTc+Q)P一 )=6．6112 

Kt=一 P ： 】_ 

图2为当系统三在于扰为∞(})：lOsin(nt)时 

z．的时间响应图，从图可以看出取 置一时的响应明显 

要好于取 岛 时的响应 ． 

嘲2 l的时 响应闭 

Fig．2 Time response ofzI 

当性能函数取 2且 " (f) (t)≤1，y：1时， 

c：0，c D=0．求解矩阵不等式(I8)一(2o)有解 

Q：f o‘09 o‘231，7：7．49Q ，由于7>1，则可取 【0
．

23 3．40 J’7 49'由十7 '则口J取 

控制律： 

K =一 

2 
BTQ～：【-．I-18．2432--u-1．2 4] 

6 结束语(Conclusion) 

本文针对具有输出饱和的线性系统讨论了系统 

的稳定性以及 ￡2增益性能，当输出量为状态量且饱 

和函数为能量饱和函数，得出了可稳线性系统为可 

半全局镇定的结论；并且针对两类性能函数(D：0 

以及 D≠0)对系统的 L2增益性能的分析与设计进 

行了讨论．最后给出了一简单的算例．本文第一次讨 

论了输出饱和情况下系统的稳定性及性能问题，但 

所考虑的情况是比较特殊的，进一步的研究是如何 

处理更一般的问题，如饱和函数为幅值有界形式的、 

输出量为一般的量而不是状态量，以及反馈为动态 

的等． 
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2 J 期输入尢记忆地带入噪声 

Fig 2 Periodical input carries with noise memorylessly 

6 结论(Conclttsion) 

采用周期输人进行控制也能达到使用状态反馈 

进行闭环控制时任意配置系统周期的目的．但实现 

周期输入却很容易，只要直接控制输入速率就可，它 

避免了反馈控制所带来的对实时性有较大影响的大 

计算量．在抑制噪声、明确系统特性等方面周期输人 

也都比反馈要好．当输人周期 小于系统固有周期 

时系统的利用率最高，但存在过量的加工任务因 

而产生阻塞．当 >^时，系统利用率没有达到最 

高，但是却具有一定的抗抖动的能力，裕度为 一 ． 
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