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way of cbo0由 gthe c∞ 昭∞ factor m is slated s0t the hotrod 0fthe plrm eter 删 ∞ w isll~J- 

mlzed．The com 苷呲e amly~ il~eate daati){_Ⅲde把叫 妇 呲 systems．吣 Itlgo~thmis。0n I m exit- 

aIly， ){_Ⅲde~mnlmaic w咖  鼬蛐 ．1be cs缸 ati0n 唧 botlladis—m —l船the曲啦 goes 睁- 

andm)for血睁v 徊嘻讲timeinv~amt蛐口cl删 c sys~m，the嘴lj卫 呱呵ist~'otmlybotl~d． 
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时变系统最小均方算法的性能分析 
丁 锋 杨家本 丁 韬 

(清华大学自动化系·北京．100084) 

摘要：在元过程数据平稳性假设和各态遗历等条件下，运用随机过程理论研究了最小均方算法(【Ms)的有界 

收敛性．培出了估计误差的上界，论述了邮 算法收敛因子或步长的选择方法．以使参数估计误整上界最小．这对 

于提高 LMS算法的实际应用效果有着重要意义。LMs算法的收敛性分析表明：i)对于确定性时不变系统．I．MS 

算法是指数速度收敛的；五)对于确定性时变系统，收敛因子等于 1，邮 算法的参数估计误差上界最小；iii)对于 

时变或不变随机系统．LMs算法的参数估计误差一致有上界． 

美t词：时变系统；辨识；参数估计；LMs算法 

1 Introdueti~a 

LMS alg~ thm is vea'yimportantin nleⅢea of ad印 - 

tive plⅨ sjrlg andidentification．andits COiled'- 

gI：功。e has been paidm attentiom ．Many peters and 

小li ∞s Studi~ the convergel~ of nle pa- 

咖 eSlJlllation~aTor(H蛋) ∞ by岫 LMS algo- 

rithm 讲lly丘m  pure matlleam ties theory，and the COD- 

vergenee~ ditions a very$11~ng．for exampletheda- 

诅 stationary，ergodidty ~ tition，M-mixed eonditiom 

and B。on， Id any of can not holdfor any - 

cal system．Ref．[1—4 J show that the mearl squm~s 

PEE，Error，811~ eS 
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lim Error=D( + )， (1) 
F’ -  

tII吐 iB，mere0．血扭 优邮 A < ∞ s时 ltII吐 

lira ≤ (̂ + ow)
， (2) 

O< <2is a c∞vcl f 衄． ∞d ： 

吐le wIri卸0 of吐le 01瑚：f n n0isc 瓤Id p；Ⅱl毗哪苜 

dm ge rate． 

SinceA ismlk∞wn．nle 删 convergence h lit- 

tie si 蠲 jn cngiIlel ng．田螂 ．DilIg R 蚰 

has t~eseated nle bounded∞m日 m∞ ．∞ d nle h删 - 

ed oo帆蜓：即ce a 血 吐le删 ics瓤Id esdm 叩 of 

岫 Hm Upl~r bound so衄 the唧  isle- 

血l。。d． 

The con'旧曙％ce粕a】ysis of柑廿岖f 0Ⅱalgc 由r璐 

is 0∞ of岫 脚 st diff~ t 口j眺 in nlem  of o0n- 

． h 恤 p叩盯 岫 boIⅡlded coll='哪 黜 e of岫  

u aI dⅡn is studied l 鼬∞ha 0 ∞髑 theoIy
． 
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The analysis indicates lhat like forge~ factor 

squares(FFLS)， LMS dⅡIl Call wack lime- 

varymg parametel~，butit hasless computation．Forthe 

FFLS algondlm，∞theforge~ factorapproad~ uni— 

ty．the bounds ofthe eovarianceⅡIa andthe parame— 

tea"esbⅡ 0I1 erIDr growwithoutlimits v∞ fortimein— 

Variant syste~ns wtl0∞ mm fs are constant． 

2 LMS algorifllm and basle lem laas 

Considerthefollowinglinear ·varyiIlg systean 

A( ，z)y(t)=B( ，；)H(t)+ ( )， (3) 

wh~l~t (f)J aIldty(t)J i t柚d呻 ut 

qt~ es of sys咖 ，~ vely，t口(t)J is a 

日0d 略 rinse~queacew汕 z lnBan．aIld：一 is血e 

unit backward shift operant，i．e．g-1y(t)=Y(t一1)， 

： (t)= (t--1)，A( ，：)ardB( ，：)Ⅲe drne．v缸y． 

ing coefficientpolynomials in unitbackward s}Iift0p— 

etat~ ～ ．ard 

a(t，2)=1+ I(f)2一 +o2(t) _2+⋯+ ( )Z- ， 

B(t，；)=b1(t)：一 +b2(t) 一’+···+b 
．
( )2一 ． 

Definemei玎fbIl 0n v咖 r ( )aIldme ·vary- 

ing pararaeter vector 0(t)as 

0(t一1)=[81(t)，82(t)，·--．8 (t)．b1(t)． 

b2(t)，⋯，6 (t)] ∈ ， =na+ 

( )=[一y( 一1)，一y(t一2)，⋯，一y(t—na)， 

H( 一1)，Ⅱ( 一2)，⋯，H(I一 )] ∈ 

wIlereme supe~criptT denotes ama肛ix恤m印0se． 

Then equation(3)canbewIi搬：IIin v 如rfb咖 aS 

y(t)= (t)0( 一1)+口(t)， (4) 

wheIe0(t)∈I isme me_v{咖 p缸al呦 w咖 of 

血e syste~to beidentified． ( )∈ is regressive 

iDfl0Ⅱ 0吡 Vect。r cc of me 桃 ad肌 s I to 

time(t一1)． 

L algori~-n of es6lIIa血g 恤 varying pa- 

ramete【s 0(t)js expressed as 

口(t)=0(t一1)+ ( )【y(t)一 (t)a(t一1)]， 

(5) 

w}Icrc ( )isthe esflm~ of0(t)at血Ilet， Iis a c。n一 

他嘻艄 f 时 啦廊 ．The锄曲ys 缸diGa妇 岫 as 

long as 血e convergence ＆咖 satisfies 0 < 

I 11 (t)JJ <2，dle n alglxithm is c0nv口g匝I． 

For c0 ∞ I。e，then inm is gc∞脚】yii~di- 

fled拈 

) “_1) [y(f)_ 

(t)口(t一1)]，0< <2． (6) 

L蛆Imn1 For sys咖 (4)柚d蛳 nIIn(6)，define 

血e transition nIa 

f￡( +1， )=[，一 ]￡(t， )， 』￡( +1， )=[，一 t { ]￡(t， )， 【 
( ．E)=，， ∈(0，1】， 

(7) 

is 咖 一inaeasi ， 锄d assI】me Ih 血e following 

strong pc i曲 exei~ condition holds[5]： 

(A1) 

aI≤ ∑ ( + ) (f+ ) (t+ )≤ 

脚，a．B．， >0， 

0<口≤口<∞，for s0me N≥ n． 

，rhEm 

PI垒 一【Lr(t+N，t)L(t+N，f)]≤ 

卜 2 1 M茹N 1，a- 垒 vp ， (+)( +) ’ ’ g ’ 
whe∞ 一( )瑶pIes即曲 maximum eigenval~ of 

thematrixX． 

Proof be Imite vec协r 【e印0nd to 

JnaxiIIIm 啦 ， ．of m Lr( +N， 

t)L(t+N，f)，and oons锄枷ng di腩r目Ice equation[ ] 

。+ = [，一 ] = 

L( +1， ) ， =口0， (8) 

usingthe property L(t，f)￡(i，s)=L(t， )， have 

|+Ⅳ=L(t+N，f) =L(t+N， ) ， 

ll + II = (t+N，t)L(t+N，t)vo=PI， 

T．t = ~[1-m ] 瓤= 

讲 ， ]2+ 

≤ 

[，一 i ] = 

枷  ) ． 

For aIIy ∈(0，2)，。qua ∞(8)is s斌 ．For血npli· 

fymg proof‘let0 < ≤ 1，we have 

2 ． 
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lI (I+i +i 白 “ ≤ 

， 、 II (I+i)xt+i II 

。 

i(2 +i) 
ii ii

≤ 
f- r ⋯  

lI Il 一II + II =1一Pt． (9) 

For anyi∈[0，N一1]，usingtheformula 

(∑ )z≤(∑。{)(∑ )， 

from(8)and(9)we have 

ll l+。一 0 l= 

II~ Pt+j ≤ 

i-i

， ≤ 

c 
j=o 

≤ 

c 町 等 
、 ≤ ． (10) 

Takingthe a'ace of c0 Ii临 I(A1)gives 

II (f)II ≤M =胛 ，a．s．，f>0． (11) 

Since l is nOl卜jnO-Ie商ng，pre-mulfiplyina and post- 

multiplying both sides ofcondition(A1)by 2／0and u曲瞎 

(9)and(10)咖  
Ⅳ一】 

≤ j∑p(t+f)9~T(t+￡) ≤ 

I+ M 
+ ≤ 

1+M II￡(̈ f)( o一 + + +。) 
~—
t+

—

N-1台 ——T 广 ≤ 

c + 

1 II i II ≤ “ + (̈ ) 乓 

[ II钆 II z+(1一 )]≤ 
l+Ⅳ一l ‘。0 

INN(1一P )+(1一P )]： 
,
ut+Ⅳ一i 

地 土地 (N2+1)(1
一  )Ia_s．． 

,
ut+Ⅳ一I ’ 

The COnclusion  ofLemma1is reached． 

If condition(A1)bec。mes[1] 

c 1幺t~-i 罄 ≥ 

aI > 0，a．s．，I> 0．for s咖  N ≥ n． 

．Ilm  

≤ 1一 ．a-s一- (12) 

As =u∈(0，1)， doesnotd on I madmay be 

denoted as P．i．e． 

P APl≤ 1一 Ia_ (13) 

L衄 na 2 Let non-po~tivc sequences{ (f)t， 

{ }， }satisfy thefonowingi~laClon： 

(I+1)≤ (1一口1) (f)+bl，I≥0 

md啦∈[0，1)，∑啦=∞， (0)(∞，then 

( )≤ ， 

whereitis asmunedflintthe limit exists． 

Proof See Ref．[1]． 

3 Convergence theorem of the [M S al· 

gorithm 

Theorem 1 For the lime-varying system (4)and 

aI Ⅱ1fn(6)，asslm that tbe 曲黼 址i0n mflsc 

{口(f)}andtbe paramcmr chart#rig ra据{ (I)=O(t) 

一 日(I一1)tⅢe indE 蛳 stochastic noises with z~1"o 

Ⅻle趾md aIe unconchttxlwiththeinput{u(I)}，i．e． 

(A3) E[ (I)]=0，E[1‘r(I)]=0， 

E[ (I)1‘r(i)]=0， 

(A4) E[ (t)口(i)]=0， 

E[ (I)1‘r (i)]=0，i≠I， 

(A5) E[ (I)]= (I)≤ (*， 

E[II (f)II ]= ：(I)≤ (*． 

Condition (A2)holdsI if the non-incn：asing om 

gcnc~factor s丘髓 l∈【 0．1 J， 0>0，then也e 

raⅡ髓 esdm ∞ ，a(I)一口(I)．giw  by the 

LMS a itIⅡII(6)satisfies 

lime[1I (f)一口(I)lI ]≤ 

2N ∑雪(f+1， +1)[／-~v“一1)ml ：+ ](∞， 
，=1 

where 

(i+1， )= ( )+l+l雪(f， )． 

(i，i)=I，0≤ ≤ N一1． 

if = ∈ (0．1 J，then 

．
2 

一
limE[II a(I)一日(f)II ≤ l( + )△，( )， 

v，he 
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：  ． 

Proof Define the parameter estimation eⅡDr re．or 

(t)： (t)一日(t)， (14) 

鲫d asmⅡnc that the 0(0)and{ (t)}m independent， 

E[1I (O)ll ]<*， rIg(4)and(6)，we have 

(t)= (t)一[口( 一1)+"(t)]= 

0(t-1)+ ： f! ÷ ( (t一1)+ (t)]一 ( )= 

[1-4‘i： ； 。 ] (t一-)+i： (t)一”( )= 
(f+1， 。一1) ( )一 ( )= 

( +1，t—N+1 (f—N) 
N-I 

(t+l,t-i~1)[ m _1) n 

(15) 

T~kinEthe nOITtl *ll ofbolt,sides of(15) es 

Il (t)ll = 

(f—N)L (t+1， 一Ⅳ+1) (̈ 1，f—N+1)· 

O(t—N)+幻 ( 一Ⅳ)Lr(t+1，t—N+1)· 
tl-1 

+1)[ 一 

N-1 

w(t—E)]+I1∑L(t+1，t—i+1)· 
f=o 

[带 ) ≤ 
( 一N)L ( +1，t—N+1)￡( +1，t—N+1)· 

O(t—N)+葫 ( 一N)L (f+1，t—N+1)· 

善N-1￡(t+l,t-i+1)[ 甓 一 
w(t一￡)]+N∑ ll (̈ 1，t—i+1)· 

[ )一 (一 ll2． 

(16) 

For anyi≥ 1，themaxirmlm eigenvalue ofthematiix 

LT(f+1， —i+1)L(t+1，f—i+1)is equaltoor 

lessthanunity+ (})=E[I1 (f) ，蛐 ngthe 

expectation of both洳 of(16)∞d啦 Le~na 1 

蚰d conditions(A3)一(A5)give 

T( )≤ 

一  +1 (t一Ⅳ)+0+ 

Ⅳ E[I1 )ll】2≤ 

IT(t—N)+2N∑[ (f一 )+o2~(t— )]≤ 

p~-N+Ir(t—N)+2N∑[ 。 + ]， 

(17) 

Let t= + k，0 ≤ ≤ N 一 1，we have 

T(t： + )≤ 

(‘一1)+ +lT(N(i一1)+ )+ 

2 [ ¨)+̈ 口 +口 ]= 

(i+1，1)T( )+ 

2Ⅳ2∑ (i+1，，+1)[ ( )ml口：+d：]，(18) 

since ∈[ o，1]， >0，ruing(12)，we 

limE[I1 (f) ]： 

liraT( = +k)=liraT( = + )= 

2N2∑ ( +1， +1)[ ( +1d：+d：]． 
= 1 

(19) 

=  ∈(0，1]，using(13)，we have 

limE[ 圳1 ]= [ 2 + ：]≤ 

[ 2 2以 ]． (20) 

This provcsthe~ fion of Tl O m 1． 

Comnar~1 For由I va咖 stochastic systems 

y(t)= (t)o(t一1)+ (f)． 

L就， ( )=0in．I1伐．删 1 give thebest咖 I、re曙即∞ 

flt~or =min( ，1)，the nfinnnum吲jm撕∞ ~ITO~ 

upper boundis 

minf(／~)=min(2kl̂ ， 1d + 1d：)． 

hecl衄 2 For tJme-invariant syraems 

Y(t)= (t)O+v(t)， 

under the a~lmptiolx$of．I1l。 1，condition(A2) 

holds，iftheⅨnw赠 facmr sadsfies 

=  ， 0 < c≤ 1． 

1]lentheIncan square P匝 。E[1I (f)一 ]，gi、 

b nle LMS al 】fi血m(6)converge~tom  atthe 

of0({)． 
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No．3 R 叩mIlce Ana】y出 Least sqLla~ Algo~ an斯 Tiz~-varying Syste~  

Pmof Define the parameter estimation d：T0f vector 

(t)：‘口(t)一0． 

A similar derivadon ofTheorem l will give 

T(t)≤ 

一 ～+lT(t—N)4- 

Ⅳ篓胃[ — )11 ]≤ 
P~-t／+lr(t—iv)+N∑It,2,一 (21) 

using(12)，it giw  

丁-(f)≤ 

一 ～+lT(f一Ⅳ)+Ⅳ2 一Ⅳ+1口 ≤ 

(1- 一 叭  

usingLemma 2。we have 

limE[ (t)一0II ]≤ 

—

N2
—

~2
, 2f )( = ± )： _———■ ——一  

This completesthe proofofTheorem 2． 
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