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摘要：研究表明交叉算子对染色体具有破坏和重构的双重作用 ，从而在进化代数增加的时候能够使模式内部 

各基因趋于独立，并且只要组成模式的各个基因都存在，则该模式一定能够被搜索到，此时模式的极限概率就等于 

组成该模式各基因的韧始概率(也就是基因的极限概率)的乘积，与模式的定义长度无关．在对交叉算子性能深人 

认识的基础上，我们提出了一种新的交叉算子—— 自交叉算子，实际的算铡显示算法的性能得到明显改善． 
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1 引言(Inlroduction) 

遗传算法是一种模拟自然界遗传和进化机制的 

高度并行、随机、自适应搜索算法，其两大特点是隐 

含并行性和对全局信息的有效利用能力，前者使算 

法只需检测少量的结构就能反映搜索空间的大量区 

域，而后者使之具有鲁棒性．目前，遗传算法已经在 

金融、图象处理、通信等很多领域得到了成功应 

用_1“J．与此同时，如何提高遗传算法的性能也引起 

了人们的注意．以交叉算子为例，文献[5]和文献[6] 

都针对具体问题对交叉算子进行了成功的改进，但 

为何改善算法性能却不是很清楚．在一些讨论模式 

定理等理论的文献[7，8]中，我们也可以看到对交叉 

算子分析的重点还是在于其对染色体的破坏作用， 

忽视了染色体被重新生成的可能，从而无法准确地 

掌握交叉算子的作用． 

针对这些问题，本文首先综合考虑交叉算子对 

染色体破坏和重构的双重作用，给出了在交叉算子 

作用下染色体数量的变化规律．在此基础上我们对 

交叉算子的极限性能进行了分析，证明了交叉算子 

在进化代数增加的时候能够使模式内部各基因趋于 

独立，并且只要组成模式的各个基因都存在，则该模 

式一定能够被搜索到，此时模式的极限概率就等于 

组成该模式各基因的初始概率(也就是基因的极限 

概率)的乘积，同时与模式的定义长度无关．通过这 

些理论分析，有助于我们理解遗传算法的搜索能力， 

并进而提出了自交叉算子这一新的算子，实验显示 

算法的性能能够得到明显改善． 

基金项目：国蒙自然科学基盎(∞ 72 )和上海交通大学博士启曲基盎(~ 7011)资助珂目 

收稿 日期：1999—11—02；收謦改藕 日期；砌 一09—12 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 l8卷 

2 交叉算子的双重作用(Dual function of the 

crossover operator) 

我们考虑最常用的一点交叉算子，其作用过程 

如下：挑选出两个染色体，并随机产生一个交叉位置 

i，i为[1，n一1]上的一个整数，然后被选出的两个 

染色体相互对应地交换从 i+1到 n的位段．设群体 

规模为Ⅳ，染色体( 2⋯ )在时刻 时出现的概 

翠为 P̂(XlX2⋯ )． 

当交叉率p =o时，显然有 Pk( 1 2⋯ )= 

一 1( 1 2⋯ )，而当交叉率 P ：1时，我们可以 

证 明： 

Pk( 2··· )= 

(r,-1)-(N-1)~(NPk一1( 1。· )Pk一1( -+I。· n)一 
Pk—I(Xl 2⋯ ))． 

证 ( 1规⋯ )：∑P(交叉点为第i 

位)P( I 2⋯ 由 1⋯ 和 +1⋯ 靠台成)． 

由一点交叉算子 的定义，P(交叉点为第 i位) 

一
上  

一

n — r 

记 日t= 1⋯ ，啦 = 毛+1⋯ ，日1= 

表示前 位基因为除 1⋯ 外所有的可能． 

再 ： 表示后n—i位基因为除 +1⋯ 

外所有的可能． 

则 P( 1 2⋯ 由 1⋯ 和 ⋯ 合成)= 

P(I)+P(Ⅱ)+P(Ⅲ)+P(IV)，其中 

PⅡ)：P( 1规⋯ ‰由皿 和曰1飓 交叉生成)= 

f 2 ： 堡 
Ⅳ·(Ⅳ一1) ’ 

P(1I)：P( l规⋯ ‰由日I 和 交叉生成)= 
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P(Ⅲ)：P(xl规⋯ ‰由 和 交叉生成)： 

f 堡! ： 堡 
Ⅳ ·(Ⅳ 一1) ’ 

P(IV)：P(x1 2⋯ 由 飓 和 飓 交叉生成)= 

P( )Ⅳ·(P(H
—

1H2)N
—

- 1) 
Ⅳ ·(Ⅳ 一1) 

因此 

P‘( 1 2⋯ )= 

霉(帆_I( ) 一 

P̂一1(X1 2⋯ )j． 

证毕 ． 

这样，我们可以知道染色体 ( t 2⋯ ‰)在 

时刻时的概率为： 

P̂( 1 2⋯ )： 

(1一p )P‘一1( 1 2⋯ )+ 

(帆  ⋯ ) 。 )一 

P‘
一 1( 1 2⋯ ))． (1) 

实际上，(1)式的第一部分表示了上一代模式未参加 

交叉而幸存下来的概率，而后一部分则表示了通过 

交叉生成该模式的概率，以前模式定理的推导一般 

都忽略了这后一部分． 

3 交叉算子的极限性能 (Limit property of 

crossover 0 t0r) 

我们首先考虑阶数为 1的模式，即单个基因的 

情况．由(1)式， 时刻第 位基因的概率为： 

( )： ∑ P̂( ⋯靠)= 
l ’ l l ‘ 

P 一1(≈)=⋯ =Po( )． 

即对阶数为 1的模式，在只有交叉算子的情况下，其 

概率恒定不变，一直等于其初始概率． 

其次考虑阶数为2的模式的情况．记 ，={1，2， 

⋯

， n{，，c：{s，t{，则 时刻时第s，￡(s(t)位基 

因的概率为 

( )：∑ ( ·· )= 
· E k 

(1一Pc ) (xrrt)+ 

P 等 ％( ( = 
(1 ) 撕 )+ 

I t_(1 )‘】 ( ) ( 

由于p v_·}j(1在实践应用中一般总能满 
足(只要 Pc(盟- 即可)

，因此我们有 

lim ( ̂ )=P0( ；)Po( )． 

在进一步的讨论之前，我们首先给出一个引理： 

引理 设 吼 =(1一口) 一1+口 一l，0(口(1， 

并且limb =b，则有lim =6． 
证 因为 ‘=_l

irab 6，所以 V￡)0，了N，当 

)N时，有 I b‘一6 I(￡．此时如果 IⅡ‘一b I(￡， 
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则 l以+1一b I≤(1一n)1 一b l+口IⅡ 一b 1( 

E，从而lim ：b．否则必然有 l 一b l>e．不妨 

设 一b>e，则 一b>b —b，并且 b < +l 

< ，即 在 >N后是单调下降的，并且有下界， 

所以 存在极限．设lim =Ⅱ，则有 Ⅱ=(1一n)b 

+口口，即 Ⅱ：b，从而li加 =b． 证毕 ． 

在此基础上，我们可以证明 

im ( 。。 )=P0( ‘)⋯ (抗)． (2) 

证 利用数学归纳法． 

1)当 n=1，2时，已证明等式是成立的； 

2)设当小于 n时等式也都成立，则由 

P (XlX2⋯ n)= 

(1一P ) 一1( l 2⋯ )4- 

( ⋯ ) 一·( ⋯ )一 

一 1( 1 2⋯ * ))． 

我们有： 

(* 。。 。)= 

(1一P ) 一1( ．⋯ )+ 

lL {Jv( ·一1) — ( ．⋯ ．)4- 
N(i2一f1) 一i(xlJ) —l( i ⋯ )+⋯ + 

N(i 一i 一t) 一t( ．⋯ 
．

) 一l( )+ 

N(n-i ) 一1( 。。 )一( 一1) 一1( 。。 )l= 

(1一ij )P ． ( ‘⋯ )+ 

1{ i ( ⋯ 一·+ (n一1)(Jv～)【 一 l -1 ‘l n · 
一  ( ．⋯ )Pk一 (xi)j． 

由引 理 及 假 设，可 知 hm ( ⋯ ) = 

P0( )⋯P0(托)．根据数学归纳法，原命题成立． 

从以上的讨论我们可以归纳得到如下定理： 

定理 (交叉算子的极限性能) 在只有交叉算 

子的情形下：1)随着进化代数的增加，模式内部各 

基因将趋于独立；2)随着进化代数的增加，只要组 

成模式的各个基因都存在，则该模式一定能够被搜 

索到；3)模式的极限概率等于组成该模式各基因 

的初始概率(也就是基因的极限概率)的乘积．并且 

与模式的定义长度无关． 

由此定理．我们很容易得到如下推论： 

推论 在只有交叉算子的情形下，若群体中存 

在两个染色体，其每一位基因都不相同，则随着进化 

代数的增加，任意模式都能够被搜索到． 

4 自交叉算子及算例(Serf-crossover operator 

and numerical results) 

在遗传算法进化了一段时问后，群体往往会向 

搜索空间中包含较优解的区域收敛，这时群体中会 

存在较多相同的染色体，而传统的交叉算子在两个 

染色体相同时将失效，从而降低了算法的搜索能力， 

容易形成“早熟“．为解决这～问题，我们在前面讨论 

的基础上给出自交叉算子这一新算子，其操作步骤 

如下 ： 

1)设染色体x被选中参与交叉，则生成该染色 

体的伴随染色体 Y，染色体 Y的每一位都与 x不 

同： 

2)染色体 x和 Y利用一般的一点交叉算子进 

行交叉运算，生成新染色体 x 和 Y ； 

3)任取新染色体 和 Y 中的一个取代原染色 

体 x． 

由自交叉算子的定义及前面的理论分析，我们 

知道自交叉算子能够避免失效的可能性，增强算法 

的搜索能力．下面我们给出一些算倒来检验新算子 

的有效性． 

算例 l【 (背包问题)给出n个尺寸为s 一， 

的物体和容量为c的背包，要求找出 n个物体的 

一 个子集使其尽可能多地填满容量为c的背包．该 

问题可表示为如下数学模型： 
^ 

一 ∑ 
-=1 

s．t． 5 。≤ c， ∈ {0，1I． 
I= 1 

设 ={253，245，243，239，239，239，238，238，237， 

232，231，231 230，229，228，227，224，217，213，2O7， 

203，201，195，194，191，187，187，177，175，171，169， 

168，166，164，161，160，158，150，149，147，141，140， 

139，136．135，132，128，126，122．120，119，116，116． 

114，111，110，105．105，104，103，93，92，90．79，78．77， 

76，76，75，73，62，62，61．60，60．59．57，56，53．53，51， 

50，44，44，42，42，38，36，34，28，27．24，22，18．12，10， 

7，4，4，1}，C=6666． 

我们使用遗传算法来求解此问题，所用参数同 

文献[8】，即：群体规模=100．染色体长度 =100．交 

叉率 =0．88．变异率 =0．(3088．为得到合理的解，我 

们使用如下的惩罚函数作为算法的适应值函数： 
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双X) 

∑s 
l：1 

∑ 一a(∑s 一c) 

其中惩罚因子 ：1．1． 

∑s禹≤C， 

∑s >C， 

算例2 mill( )=1(10( }一 2) +(1一 1) ， 
一 2．048≤ ≤ 2．048 

该函数又称 Rc~enbrock函数，虽然它是单峰函 

数，但却是病态的且难以极小化．求解此题时所用参 

数为：群体规模 =60，染色体长度 =80，交叉率 ： 

0 95，变异率 =0．01． 

8cos(2~x2)． 

这是一个多峰函数，局部极小点落在太小为 1 

的矩形网格上，全局极小点为(0，0)，此时 r：0；次 

最佳极小点为(±1，0)和(0，±1)，此时f=1；随着 

到全局极小点距离的增加，局部极小点的目标函数 

值逐渐变大．求解此题时所用参数为：群体规模 = 

3O，染色体长度=40，交叉率 =0．95，变异率 =0．O1． 

为避免随机误差，我们从不同的初始群体开始 

求解这三个问题，共运行 20次．为得到全局解，我们 

首先使用标准的遗传算法，然后在不改变其它任何 

参数及算子的情况下，仅仅用 自交叉箅子取代原来 

算例3 min厂( )： }+ ；一8eos(2~x1)一 的一点交叉算子再次进行求解，统计结果如下 

表 1 20次数值计算的统计结果 

Table 1 The numerical re~lts ofthe 20 rklns overthe problems 

从上面的统计结果我们可以看到，对所给的算 

例自交叉算子的使用对算法的性能有了明显的改 

善，改善幅度由10％至 75％不等． 

5 结论(Conclusion) 

本文首先对交叉算子进行了详尽的分析，给出 

了染色体在交叉算子作用下的变化规律，并对交叉 

算子的极限性能进行了分析．通过这些分析提出了 

自交叉算子这一新的算子，实验显示算法的性能确 

实能够得到改善． 
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