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摘要：首先提出了一种基于非线性系统相对度的选代学习控制算法．并证明了其收敛性 该算法通过对系统以 

前的输^和输出跟踪误差信号进行学习来反复调整输人量．使得系统在经过一定次数的学习以后 ．其实际输出趋 

于期望输出且其内部状态也具有良好的收敛特性．其次将此算法应用于两轮驱动的移动机器人动力学系统，数值 

仿真结果表明了这种算法的有效性 

关键词：移动机器人 ；学习控制；相对度；轨迹跟踪；非完整力学系统 

文献标识码：A 

Learning Control Algorithm Based on Rela~ve Degree of Nonlinear 

Systems with Application to Nonholonomic M obile Robots 

FlU Y~ming and TAN Huiqiong 

(Depam'r~t ofA~tomaucControl勘曲雠r吨 ．s。I1lh Chinau v咖 ty ofndlr10Iq ’(~mgzhoa．510640一P R0IiIIa) 

U Di 

c p帅 砌 【of i and cⅡqIjc 由e呵ing，s0I】山C~LKla Umvc~ty ofTechnology。Gmngzhou，510640，P R China) 

Abslra~ This paper addIe the learmng con~ol pf曲lm  of nonlinear corg：ol systems Based Oll file relative de~ee of 

nonlinear§ys缸璐，aI1i嘧  velearning cor~'ol algorithm is proposed andthe c0nverger is also1~-oved The Pr叩 0s。d scheme 

a uSbthe cona-olinput repeatedly by瑚ngIhei p and outp~ hacking errs- 目naI ofthe previous operation until perfect 

hackingis achieved The algorilhm isthen appliedto a v,vo-wheel steering nc~aoloncmicmobile robot．and nknnc~cal simula- 

tions are pe edtO show its efficiency 

Key words：mobile iob0~；lea．ming control；relative degree；traject~y tracking；noaholono~c mechar~．cal systems 

1 引言(Introduction) 

非完整移动机器人近年来已日益受到国内外控 

制界的重视【 ．广义地说任何带有轮式移动驱动 

机构的机械装置如卡车等都属于这类机器人范畴． 

这类系统由于具有无打滑等非完整约束条件，使得 

其控制问题变得相当困难，如不能采用连续或可微 

的纯状态反馈实现系统的渐近稳定，不能采用非线 

性变换实现整体线性化等L _3．6 J．因此 目前大多数 

工作主要基于构造时变连续状态反馈及非连续状态 

反馈控制器l 这类方法不仅要求准确的运动学 

或动力学模型，而且衰减或收敛速度也较慢，因此 

用于实时控制时往往效果较差．仅有少量工作致力 

于采用模糊控制、神经网络及遗传算法等方法研究 

其鲁棒控制问题． 

移动机器人在许多应用场合如搬运等需执行重 

复任务，因此对这类控制问题采用学习控制策略，通 

过对系统以前的输入输出数据进行学习来反复调整 

控制量，以达到提高控制精度的目的，就具有重要的 

应用意义．但是，一般的学习控制算法通常要求系统 

的相对度分量均为 1 L ，而许多实际系统如移动 

机器人这样的非完整力学系统的相对度往往不满足 

这一条件，因此其应用范届受到了相当的限制 本 

文在[13]等文的基础上，提出了一种基于非线性多 

输人多输出系统相对度的迭代学习控制算法，并将其 

应用于两轮驱动的移动机器人，数值仿真结果表明该 

种算法具有良好的抗干扰性及快速的收敛性 

* 基金项目：国家863计划智扼机器人主题(98o~一19)．国家自然科学基金(㈣ 40l5)和广东省自然科学基金(9905s：)资助项目 

收穑日期：1999—09—17；收修改稿 日期：2ooo一09—04 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


5期 基于非线性系统相对度的学习控制算法及在非完整移动机器人中的应用 663 

2 基于相对度的学习控制算法(Relative de— 

gree basedleamir~~ntrol algorithm) 

考虑下列多输人多输出非线性系统： 

f “( ) ， (1) 】 l，、 、 
k t 

其中 ∈ ，“∈Ⅱ 和Y∈醍 分别是系统的状态、 

输人和输出向量；G=(g 一， )，h：(h1，⋯，̂ ) 

及 ，是相应维数的充分光滑的向量与矩阵函数． 

定义 lI14 称多输人多输出非线性系统(1)具 

有相对度(向量)( 1，⋯，rm)，如果 

A)对所有 1≤ f， ≤ m，0≤ k≤ rj一1成立 

厶 ( )=0； 

B)矩阵 

J( ) 

J1( ) 

J2( ) 

Jm( ) 

Lg ～h1( ) 

￡ ～h2( ) 

一 ih
，( ) 

一

ih ( ) 

。 

( ) ⋯ 一ih ( ) 

(2) 

是非奇异的． 

众所周知，在上述条件下，非线性控制系统 

(1)能实现输人／输出解耦或输人／输出精确线性 

化-“J．故通过适当的反馈，此类系统应该具有期望 

的输出动态特性．显然当系统的相对度分量大于 1 

时，如[1O—l2]等文中提出的常规学习控制算法已 

不再适用 ． 

设 s和0分别是( (0)，“(￡)，f∈[0，T])到 

( (z)，f∈ [0，T])和( (0)，u(z)，f∈[0，T])到 

(Y(z)，f∈[0，T])的映射；Yd=(Y1d，⋯， ) 为 

给定的光滑输出轨迹，而由其产生的期望输人和状 

态分别为 Ⅱd和 ．定 义 ek(￡)= (e1 (1)，⋯， 

e (￡)) =(Y1d(f)一Yl (￡)，⋯， (￡)一m (￡)) 

为系统在第 k次运行时的输出跟踪误差向量，系统 

在每一次运行时的状态记为 瓤．学习控制的目的是 

希望系统经过一定次数的运行后，其输出跟踪误差 

在时间范围[O， ]内按某种范数可达到期望的精度． 

由定义 1，我们可以得到系统在第 k次运行时 

输出跟踪误差e (￡)每一分量 e (￡)的导数为 

e = y 一 y = 

批 ( d)一上拉f( )，0≤J≤ 一1， (3j 

： y 一 y · ： 

 ̂( d)一 ．̂(船)+ (̂ d)Md一 (̂ ) ． 

(41 

采用如下的学习控制算法： 

m  

1(￡)： (￡)+∑∑ (￡)e0 (z)，(5) 
i=I =0 

这里 S (￡)∈R 是增益系数向量． 

算法的收敛性条件 设非线性系统(1)具有相 

对度 (r1，⋯，rm)；映射 s与 Q是一对一的；，j G，h 

及上述定义的函数 (̂ )和啪 ( )(0≤J≤rf，i= 

1，⋯，m)均满足李普西兹条件．如果选取(5)中的 

系数 S“(f)满足下列条件 

耋 (1) )4≤P l(6) 
且初值满足 

lim}l d(O)一 (0)ll=0， (7) 

则上述学习控制算法(5)保证了其输出当 k— 

时，在区间[0，T]上是一致收敛于其期望值的，同 

时输人和状态在区间[0，T]上也是一致收敛的．其 

中矩阵A=(n ) 的范数 lI A ll定义为 

I1 A ll：
．

一 {∑ I a I)． 

证 由所给条件知，存在相应的常数满足(在 

不引起混淆情况下，以下将省略有关变量) 

0母̂ ( )一助．( )ll≤ 
1 翱 一机 ，i=1，⋯，m；J=1，⋯， ， (8) 

lI J ( d)一J (机)ll≤Jo f1 一 ，i=l，⋯，m， 

，( )一，( )II≤fo I1 d— II， 

G( d)一G(瓤) ≤G0 ll d一 tl， 

(̂ )一 (̂ )ll≤ho lI 一 l1． 

由(3)、(4)及(5)知 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

ttd — u．k+I 一 

日
r一1 

m  

一  一 ∑∑ 酽 一∑s · = 
⋯ 1 =O I= 

m —1 

一  一 ∑∑S村[ ( d)一辟̂，( )]一 
⋯ 1 =O 

s 
．

[ ( )一 ( )]一 

∑s ̂ ( )[Md一ⅡI]一 
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∑s*[̂( )一 (̂ )] ． (t3) 

因此由(8)至(13)可得 

II d一 +1 ≤ 

1，一＼二s ( ) 11 一 11+ 

∑【h。+∑M。II ll+M 0 S Ud ll】． 

Xd一瓤ll≤P ll 一 ll+．9ll 一 l1． 

(14) 

其中 P为(6)中的常数，而 为 

=s“p∑[̂0+∑M1}1 S ll+ 
l+̂ L

： 1 ：1 

M2 II ll Ii I1]． (15) 

另一方面，将(1)改写成积分方程形式有 

Xd— = d(o)一 (o)+J。[，( )一，(Xk)]dr+ 

l[G( )一G( )] dr+ 

I G( )[ — ]dr． (16) 

因此由(1O)和(11)可得 

I 一 JI≤ 

JI (o)一“(o) +n(厂0+co f1 I{)ll — J 
0 

I+I J G( ) JI d一 l1]dr≤ 

I d(O)一 (O)ll+ 

J。[c Xd一 II+cz l_Ⅱd一 r· (17) 
其中 

C + l_]；c2= 
∈
嚣  ll G(xk)ll_ 

由(17)及 Gronwan不等式【 ]知 

一  I≤ 

[II (o)一 (o)II+c2j。II 一 II dr]e。r· 
(18) 

于是由(14)和(18)得 

【【 d— +I【1≤ 

P I rⅡ 一 If+．9e。 ‘I (O)一“(O) + 

C2e l II (r)一 (r)II dr． (19) 

对向量函数 q及正数 ，引入范数 It g ： 

[∈I
su p】e If g(‘)ll，当 >C1时，由上述(19)可得 

ll 一 +1 ≤̂ 

P 0 一 ll̂+ 
∈
s up fle(Ct-z)*[1l Ao)一 

(0)ll+C2l ud(r)一 (r)ll ]≤ 

p ll Ud一 +．9II (o)一瓤(o)ll+ 

3c2 ll Ud一 l e nJ 一 dr≤ 

[ + SUPr e(Cl-~．)t(e _1) 一 
+口1】 (o)一 (0)l1． (2o) 

由于 p<1，故可取 适当大，使得 

P+ p e(Ct-a}t c_1)≤ 

P+ c ：p<l， (21) 

故有下式成立 

ll 一u,t+1}1̂≤ ll 一 I +卢ll (O)一心(O)ll 

(22) 

由上式即得 

l1 一 +1 ll̂ ≤ 

一  +p 1l (o)一 (o) 

(23) 

于是在条件(7)下，由(14)及(23)可知 

lim ll 一 +1 I =0， (24) 

P,P lim I J — ㈨ = 在[，]上一致成立．由
_

0 0 T 

(12)及(18)知1im 一Ŷll：0和lIm 一 

= 0同样在[O，r]上一致成立．算法的收敛性得到 

证明 

显然若取 S =0(i=1，⋯，m；』=0，1，⋯，r 一 

1)，(5)即为文[13]中提出的学习控制算法，因此 

(5)更具一般性．其次上述算法显然对文[1O，12]等 

所考虑的相对度分量为 i的非线性系统亦适用，其 

适用范围因此也更广(如文[12]中的收敛性条件 

(3)当 D(￡)=0时显然不适用，但如果引入本文的 

思想对算法进行适当修正 ，就可能保证其收敛性) 

因此上述算法具有一定的理论与应用意义． 

如果取增益系数 

( 1 (f)，⋯， (￡))=e厂 ， (25) 

而其它 (‘)适 当小，则 (6)中的常数 P ： 

I 1一s I，因此在条件(7)下，对充分接近 1的e，上 

述算法具有较快的收敛速度．为了保证系统具有良 
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好的输出动态特性，可以采用 [4]等文中的输入输 

出解耦控制设计方法选取适当的初始输入 (t)． 

类似地，可以将[10，l1]等文中的高阶迭代学 

习控制思想应用到本文所考虑的系统，对算法(5) 

进行修正 采用如下通过系统前 Ⅳ次的输入输出数 

据进行输入量调整的学习控制算法： 

Ⅱ +1(t)= 

∑[Pluk-l~l(f)+∑∑s (f) )( )】． 

(26) 

其中S ( )∈璇 是增益系数向量，Pf是满足∑ 

： ，的增益系数矩阵．其收敛性条件与上类似(只需 

对 Pf附加一代数条件 )，此处不再讨论．该算法 

由于使用了更多的历史数据，通过有关参数的选取， 

对提高学习的收敛速度将会有一定作用，当然需要 

占用大量的存储空间，从而增加相应的硬件成本． 

3 在两轮驱动移动机器人动力学系统中的 

应用 (Application tO two-wheel steering mo— 

bile robot dynamic systems) 

3．1 非完整力学控制系统模型的简化(Model re— 

duction of nonl~lonomic mochanical systems) 

考虑具有运动约束的非完整力学控制系统： 

f + (州)= (g)r一 (g) ，(27) 【A(
q) =0． 

其中 M(q)∈ 丑⋯ 是对称正定惯性矩阵，V(q， ) 

∈匠 是位置及与速度相关的力 向量，E(q)∈ 

矗⋯ 是输入转换矩阵，r是r维输入向量，d(q)是m 

×n行满秩矩阵，̂ 是约柬力向量． 

设约束矩阵 A(q)的零空间的基矩阵为 S(q) 

= ( l， 2，⋯，5 )，也即A(q) (q)=0(i=1，⋯， 

n—m)．约束 A(q) =0意味着 口∈ span( 一， 

一  )，即存在 n—m维速度向量 (t)=( l， 2，⋯， 

一  ) 使得 

口=S(q) (t)． (28) 

对(28)式求导，然后代入(27)式可得 

S (MS0( )+ (f)+ )：s E(q)r．(29) 

令 =(qT, ) ，则原系统化为下列形式 

t =㈡+ 0 )r_(3o 
其中l厂2=(SvMS)-1(一ST —S V)．假设实际输 

入的个数大于或等于自由度个数，即r≥n—m，以 

及(SvMS)。SvE)的秩数为 n—m，令 u(t)为辅助 

输入量，我们可采用以下非线性反馈： 

r ： ((STMS)一’s ) (Ⅱ一̂ )， (31) 

此处 ((STMS)一’s ) 是(STMS)。。s 的广义逆， 

则状态方程可简化为以下形式： 

= 厂( )+G( ) ． (32) 

其中 

／< )=( ‘ )，G( )=(；)．(33) 
于是我们将原受运动约束的非完整力学系统简 

化为系统(32)的控制问题．值得注意的是上述简化 

过程是建立在模型和参数精确已知的前提下，而实 

际系统往往存在不确定性因素的影响如负载及惯量 

的变化等．因此在设计控制器时，必须要考虑系统或 

参数不确定性因素的影响，使系统具有 良好的鲁 

棒性 

3．2 两轮驱动移动机器人系统的建模与简化 

(Modeling and model reduction of two-wheel 

driven mobile robot systems) 

0 

到 l 移动机器人 意图 
Fig l Two—wheel steering mobile robot 

考虑如图 1所示的典型三轮移动机器人，它由 

具有两个同轴的驱动轮和一个辅助前轮的小车组 

成，后轮两个独立的电机驱动其移动．其中 —y 

为惯性坐标系； l—yl为小车坐标系，如图1所示； 

Q为小车的几何中心，即小车轮轴的中点，其惯性 

坐标为( 。，YD)；C为小车重心坐标，其惯性坐标为 

( ， )；b为驱动轮与Q点之间的距离 ；r为驱动轮 

半径；m为小车及负载重量；，为小车在轴上绕c点 

的转动惯量；d为QC之间的距离；( ，Y)为小车轮 

轴中心点 O在惯性坐标系中的位置；0为坐标系 

{Q，X1，Ytf和惯性坐标系之间的夹角． 

由图 1知( ， )=( +dcos0，Y+d sin0)， 

非完整约束使得小车只能在驱动轮轴垂直的方向上 

运动，即小车必须满足以下的纯滚动和无打滑 

条件： 

cos0一 sin0一 =0． (34) 
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上述约。t是非完整约束【 ，将其写成向量形式： 

A(q)口=o， (35) 

其中A(q)=(一sinO，cosO，一d)，q=( ，y，口) ．容 

易求得 A(q)的零空间的基矩阵 S(q)为 

rCOs0 一d sin0、 

S(口)=( l(g)， 2(q))=J sinO d cos0 1． 
1 0 1 J 

由拉格朗日原理，可得上述移动机器人的动力 

学模型(27)中有关项为 

f m o 2 sin0 1 
M(q)=f 0 m 一2md cos0『； 

l2md。in0—2， c 0 』 J 

f2，埘 ccs01 
(g，口)=l 2rrm~2 sinO l； 

l 0 J 

嘶  一  

定义状态变量为 =(扎， ，0， I，口2) 则我们可以 

将小车的动态方程写成(1)的形式，此时 

f( )= 

lcosO— dv2 sinO 

l sinO+ dv2 cosO 

O 

O 

G( )= 

O O 

O O 

O O 

1 O 

O 1 

(37) 

若选取移动机器人的重心位置 ( ，Y )为输出 

变量，则根据定义 1可计算出此时系统的相对度为 

(1，1)，而相关(或解耦)矩阵为 

儿 =( )． 
若选取输出变量为 ， 和日，则此时系统的相 

对度为 (2，2)，相关矩阵为 

f 口 si ] 
，( )=I sinO dcosO 1， l 

0 1 J 
因此对上述两种输出变量选取，本文提出的学习控 

制算法收敛条件满足． 

3．3 数值仿真结果(Num~eal 8imllla~on results) 

为了说明本文提出的学习控制算法在上述非完 

整机器人中的适用性，我们对上面两种输出情形进 

行了数值仿真．从仿真结果可以看出，上述学习控 

制算法具有很好的收敛性和动态特性 ． 

仿真中使用的物理参数分别为 m=10 ；』= 

5kgm~；b=O
．5m；，=O．05m；d=0．1m．而跟踪轨线 

为 (￡)=c0s( )，Yd=sin(t)， ∈[O，27t]；(25)中 

的参数 ￡取为e=0．005． 

f 
● 

I n 

I U h 
c． 

＼  

圈2 输出选为 (＆， 时的误差曲线图 

Fig 2 Error CUITqes with output(＆，y 

图2给出了输出变量为 ( ， )，初始输人为 

(“ll(f)，u2l(f)) =(O．O1，0．o1) ，(25)中的增益系 

数阵为 

f {308( (f)) sin( (f)) ＼ 

＼一o．05sin( (f)) o．05cos(0k( ))』 

的误差曲线图．其中 e=( 一 ，Ya一 ) ，eⅡ0r= 

l 

V’ 

f 

| 
I 

＼  

图 3 输出选为 ( ， 0)时的误差曲线图 

Fig．3 Error cuFqes with output‘ ， ，0) 

图3给出了输出变量为 ( ， ，0)，初始输人 

为(ⅡIl( )，Ⅱ2l( )) =(0．01，0．01) ，(25)中的增益 

系数阵为 

=(。． ⋯sln( O k㈣(t)) 
的误差曲线图．其中 e= ( 一 ， 一 ， 一 

0k)T,err。r= II e II． 
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＼ 
| 
| 
、 

t 
． 

＼ 、 

圈4 采用反馈后的误差曲线图 

Fig 4 Error cLirves by feedback 

图4给出了输出变量、相关矩阵相对度和增益系 

数矩阵均与图 3相同，但初始输入取为下列反馈算法 

”l1(r)=(一2dsin(01( ))(托( )一 1( ))+ 

2dcos(日l( ))(Yd( )一Y 1( ))+ 

2dcos(日1( ))( d( )一t 1(f))+ 

2dsin(日1( ))( ( )一y 1( )))／d； 

2l(f)=(一2dcos(日1( ))( (t)一 1( ))一 

2dsin(0I( ))( ( )一 1( ))一 

2sin(O1(f))( d( )一 I( ))+ 

2cos(01( ))( d( )一， 1( )))／d 

时的误差曲线图．而图 5至图 7分别为相应于图 4 

的 ( ， )，r1， 2曲线． 

图8为引入模型误差后的误差曲线图，这里引 

入的误差主要是惯性矩阵的误差，即小车重量和转 

动惯量的误差，假设 

实际模型为：％ (q) + (q，口)=E(q)r— 

A (口)̂； 

估计模型为：M(q) + (q，口)= E(q)r— 

A (口)̂． 

—、蠢 
， 

{{ 
⋯  0 1 

{ ＼ -⋯·k-55 
t 了_ 

|f t ， }i 
I 。『l 
～ 、～ _．，， ／ 

图5 不同迭代次数时的 )曲线圈 

Fig 5 (xc， )CI]WC$with different iterative times 

k-20 

k 55 

瞳 

图6 不同迭代次数时的 ．曲线图 

Fig 6 co~'es with different ltera1】ve times 

0 5 

0 

0 5 

一 l 5 

—

2 

— 2 5 

fV 

k-3 

k=-lO 

k-20 

k=-55 

图 7 同迭代次数时的 2曲线图 
Fig 7 T2 curves with different itcrative times 

⋯ ．
△=0I 

⋯  =0 5 

、 
、＼ 
、 1 

} | 
} 、 
l ’ 、 

＼  

图8 不同误差系数时的误差曲线图 
Fig 8 Error CUTVC$with different model uncertainties 

其中 =(1+△) ． =(I+△) ．我们可 

以从仿真结果中看到，即使误差系数 △增加到 1 0， 

学习算法仍然可以有效地减少误差，从而达到精确 

跟踪的目的． 

从仿真结果来看，在运用学习算法时，有几个问 

题值得注意和讨论： 

I)输出变量的选择 

选取移动机器人的重心位置 ( ，Y。)作为输出 

变量，有比较直观的物理意义．从仿真结果图 2看 

" =当  ̈ 0 

0J】 

． ¨们。 圳 
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出，虽然跟踪误差最终可 减少到我们规定的范围 

内，但学习过程中震荡太大，学习次数太多，跟踪情 

况并不理想 其实，在仿真过程中我们已经发现，小 

车的方向角 对整个系统的运动特性的影响非常 

大，因此考虑选取输出变量为( ， ， ，则从仿 

真结果图3及图4可以看到跟踪效果改善了很多，误 

差曲线比较光滑，而且学习次数大大减少．这里值得 

注意的一点是；虽然分别给出三个跟踪量 d，y ， d 

比较困难，但是我们仍然可以由 d和Yd及约束方程 

来得到 ，不过这时初始角 (0)的计算就变得更 

为重要了 

Ⅱ)初始输入的选取． 

学习算法在理论上可 任意选取初始输入，为 

_『方便起见，在图 2及图3中，我们均选择了初始 

输入 ("I】( )， 21( )) =(0．01，0，01) ，但这样的 

结果是跟踪误差非常大，学习次数也过多 而且由 

于输入的任意性，甚至会引起系统的剧烈震荡或发 

散， 至于学习算法不能使系统收敛．为了克服这 
一 点，我们可以采用反馈算法来获得初始输入，当 

然这个反馈允许误差与干扰的出现如图4所示 此 

时的跟踪效果就比较理想了，而且学习次数进一步 

减少，最大误差也较没有采用反馈时大大减少 

Ⅲ)增益系数矩阵的选取． 

增益系数矩阵的选取必须满足条件(6)，否则 

不能保证系统输出的收敛．另外，增益系数阵中各 

元素的大小也将影响系统收敛的速度，这从算法的 

收敛性证明过程可 看出． 

4 结束语(Condu~on) 

本文提出了一种基于非线性系统相对度的迭代 

学习控制算法．该算法通过系统前一次的输入和输 

出跟踪误差信号来调整输入量，对系统的要求和收 

敛条件比较简单 ，容易实现．对于像移动机器人动力 

学系统这类高度非线性的实际对象，本文给出的算 

法具有一定的应用意义．有关该算法在移动机器人 

的在线实现研究工作，作者目前正在进行之中． 
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