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摘要：针对有交易费的多股票资产模型，引人了资产折算函数．并利用辅助鞅和凸分析方法，讨论了该模型下 

折算资产优化性质和优化的可达性 
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l 引言(Introduction) 

资产优化及相关问题历来是数理金融领域的重 

要问题，而在有交易费的市场模型下进行讨论还是 

近些年来的学科研究的热点  ̈ ．本文在多种风险 

资产参与的有交易费市场模型下，引人折算函数衡 

量交易终端时刻资产、刻画套期保值策略，结合辅助 

鞅方法和凸分析方法，讨论了在某种效用函数下，投 

资者在投资终端时刻资产优化的一些性质和可达性． 

2 资产模型(Asset mode1) 

假定市场有 d种殷票和 1种债券交易，仅是债 

券和股票之间存在交易．交易费率是常值 交易时闻 

区间为[0，列 ， ∈ (0，∞)．记(0，F，P)为完备概 

率空间，F=( ，0≤ ≤T)是一族上升的子 域， 

满足所谓的通常条件_6J．设债券的单位价值量方程 

和第 种股票的单位价值量方程分别为 

d曰( )=B(f)r(f)dt， (0)=I，0≤ ≤ T， 

(1) 
d 

d5 (r)=S．(f)[b (t)dt+∑ ( )d啊( )]， 
= 1 

S (0)=P ，i= 1，2，⋯，d． (2) 

其中利率 r(f)为 循序可测和关于(c．m)非负一 

致有界的．{W( )，0≤t≤T}是一个定义在(0，F， 

P)上的 d维标准布朗运动，W(t)=(W．( )，⋯． 

(f)) ．b ( )一致有界，b ( )， (f)分别为第 

种股票的增值率系数和波动系数，i， =I，⋯，d． 
d 

lf ( )II =∑吩( ) 有上下界．记投资策略为(L， 
L． I 

M)：(L1( )，Ml(f)，⋯，Ld( )，机 (f))，0≤f≤T，并 

是左连续非减的 适应过程，厶(0)=M =0．对投 

资策略(￡，M)的资产持有价值量方程组如下 

(f)= 一(I+̂)∑L (f)+(I— )∑M：(‘)+ 

r二 (H)r(u)dⅡ，o≤f≤ ， (0)： J O 。 。 
(3) 

(f)=Y +Li(‘)一M (f) 

胁。州 山委 训 u) 
0≤ f≤ T， (0)=Y c． (4) 
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3 基本定义(Basic deffmition) 
三  

定义1对u=(u 一， )，称，(u)=∑{(I 

～  )， ≥0 +(1+ )M， 0】l为折算函数【 ． 

定义 2 未定权益(contingent claims)为一组 Fr 

～ 可测的随机变量( ，c 。。， )． 

设投资者的初始资产为( ，Y --，Yd)，其中依 

次为初始债券资本，d种初始股票资本，投资策略为 

(L，M)，则这个投资者在终端时刻 的净资产为 

(r)一 +厂(I，(T)一c)． 

定义 3 称投资策略 (L，M)以 ，Y，·--， 为 

初始资本，套期保值 (hedge)上述未定权益，如果 

(3)，(4)式中的 ( )， ( )满足 

f (r)+f(y(T)一c)≥ Co，C=(c 一．cd)， 

【y( )=(Y】(T)，⋯， (T))， 

(5) 

并称满足(5)式的投资策略为套期保值策略(hedging 

strategy)． 

定义 4 辅助鞅L ， 的定义如下 

D=： (z0(·)，Zl(·)，⋯， )l Zi(·)是严格 F 正鞅 

0≤ ≤ T，且满足下述 1)，2)I． (6) 

1)Z0(0)=1；Z (0)= C-【(1一 )p ，(1+ 

)P J， = I，2，⋯，d； 

2)1一 ≤R (t)=： ≤l+ ，̂。≤ 

t≤ T， = I，2，·。。，d． 

定义 5 给定初始资本 ( ，Y --， )，称套期 

保值策略是可允许的，如果相应的资产满足 

( (·)+∑ (·) (-))／B(·)，0≤t≤T 

(7) 

是一个 尸0一上鞅，全体可允许投资策略记为 A( ， 

Y】，一， ) A． 

4 资产优化的可达性 (Reachability of asset 

optimization) 

定义 6 效用函数 U(·)：(0， )一 (0， )．这 

里 U(-)是严格凹、严格增和连续可微的，且满足 

U (O )=li ( )=∞，,mU' 

(∞)= lira ( )=0． 

规定 U( )=一 ，对任意 <0．设 U ( )连续且 

严格递减的，记其连续逆为 I(·)，且 l(o )： *， 

，(*)=0．显然，I(-)与 U(-)具有相同的性质，均 

为(O， )到(O，*)的双射．为讨论需要，对 U(-)还 

补充假定：对适当选取的 n≥0，0≤ b<1，有 

xU'( )≥n+(I—b)U( )，V ∈(0， )． 

给定初始资本( ，yt，y2，⋯，yd)，对0≤‘≤ T， 

投资者的净资产最优化问题是找到一个可容许投资 

策略： 

(￡ ，M )=：( (t)， ( )，⋯，￡；(t)，M：( ))∈ 

d+( ，y ．-，Yd)=：J4+， (8) 

使其终端时刻净资产的效用期望达最大，亦即有 

V( ， l，’。。， )= 

sup E[U( (T)一C0+，(Y(T)一C))]= 
( ． )∈ 

EU( (r)一 +厂(I， (r)一C))< 

+*，(￡ ，M )∈ A+． (9) 

这里， 和 I，为(5)式中初始资产( ，y 一，Y )，且 

投资策略为(￡， )的资助过程．记 

A+=：{(L，M)∈A l使得 一c0+厂(y( )一C)>10} 

(1o) 

定理1 若 +，(C)≥一 及 [c5+⋯+ 

](+*，其中 为确定的正数，则存在(L ， 

M )∈A+，使得式(9)成立． 

证 不妨取A =1，i=1，⋯，d，r(-) 0，0≤ 

t≤ T．并引入记号 

dl=：{JI=『∈ 1](￡， )∈d+套期保值(c0+ 

日，cl，·一，Cd)，H≥0，a．s}． (11) 

往证 Al是 中有界闭凸子集．其中凸性和闭 

性的证明见文献[7，8]．这里，仅证明 d。的有界性． 

由条件 [c5+⋯+c ](*，可知E (r)和 
d 

∑E 均有界【 ．而对H∈A】，有 
i=L 

(T)一c0+厂(Y(T)一C)≥H， 

故 

x(了')+厂(y(了')一c)≥c0 

从而 

[X(T)一Co+厂(Y(T)一C)] <+*， 

(12) 

亦即JI=『∈Al在工 中有界 记J(JI=『)=一Eu(JI=『)，JI=『 

∈ ．显然，J： — R U { }是凸的，且取有限 

值．当满足补充假定时，J是 上拓扑的凸下半连 

续函数_1 J．这样，只需证明』( 在A 上可达到极小 

值．而由凸分析的基本定理[9_，可知 一v(x， --， 

)在 dl上达到最小值，亦即存在(￡ ，M )∈A+ 

和 H ∈ Al，使得相应的终端时刻净资产满足 
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_Y ( )一Co+厂(1， ( )一C)≥日 (套期保值) a s． 

(13) 

于是 ，一定有 

(T)一Co+ y (T)一C)=日’ a．s ． 

(14) 

若不然，当 P j (r)～CD+ l， (了1)一c)> 

I>0，则有(L，M)∈ A+，并套期保值(Co+ 

(T)+f(y (T)一C)，C 一，C )，但这与 U的 

严格递增性相矛盾．故定理得到证明． 

5 折算资产优化的性质(Properties of dis— 

count asset optimization) 

取 C，：0， ：1，⋯，d．这时投资者终端时刻财 

富的效用函数为 U[x(T)+，(1，(T))]，最优投资策 

略(￡，庸)∈ 为对应给定的初始资本，使得 

V= suP E[U( (T)+ y(T))]= 
L ， )∈r 

E[uO；(T)+ (T))]． (15) 

这里 (T)， (T)是相应于(￡，廊)的资产终端值， 

A C A，满足 (T)+，(1，(T))≥0，a s．． 

假设 1 为U的凹对偶，0< < ，存在一 

组元 C--D，使得下式达到最小，亦即 

=  

[ Z

丽o(T))+骞 )]= 
E[ --Z

丽o(T))+砉等 川．(16) 
引理 1： 在定义 6和补充假设条件下，对每 

一 组元 Z∈D。有 

E- 丽Zo(T)胀 )
一 蓦 ㈤]≤ 

E 丽Zo(T) 2
—

丽0(T))
一 砉 )] *． 

定理 2(优化性质) 存在：(￡，廊)∈A ，使得 

(15)成立，并满足 

i) 童(T)+ (T))=，( o(T)／B(T))； 

) 在集}0≤ ≤T／R ( )=1+ l外为零， 

面 在集{0≤z≤ T／R：(T)=1一 l外为零； 

iii) [童(t)+Y_2 ．(t)y c(r)]／B( )= 

( ( ) ． 

证 注蒯  )]是 

严格递减的，取 )，可得 

⋯

supE[ 丽Co
一  (川 = 

E[ 一 )] (17) 

由可允许策略的性质有 

雪( )+∑ ( ) ( )≥eD． 

于是 

宝(T)+f(X( ))≥ eo， 

以及 [妻(-)+∑ (-) (-)]／B(·) 

是一个 一上鞅，可得 

童(r)+∑ ( ) ( )=eo 

即也得出 iii)成立 ．由 

inf ( ( )+ R (r)) ( ))：e0， 

三 !： 
可得 

主(T)+，( (T))=eo． 

亦即 (T)=1一 ，当{yI(T)>0{； (T)=1+ 

，当{ ( )≤0I，于是可知 )成立． 

最后，对 (￡，庸)∈A ，可有 

EU(X(r)+ (T)))=V+ ， 

再注意到，对任何 (L，M)∈A ， 

(∈2
—

丽0(r)+ ．2丽0(T)Lr ( )+，(y( ))]≥ 

U(X(T)+ y(T))． 

这样便得 

E[UX(T)+，(y(T))]≤ 

㈣  )]／删 ≤ 

害 ㈩)= 
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