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摘要：考虑了一娄带有扰动的仿射非线性系统的 H。控制问题 ．包括状态反馈与动态输出反馈两种情形
，我们 

基于 HJI不等式的转拽，直接给出了相应解的一种构造 丑一种构造性判据．从而避免了通常的从数值求解 HJI不 

等式 舶困难 
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1 引言(Introduction) 

非线性系统控制理论中一个长期困扰人们的问 

题是所得的理论上的结果往往形式复杂，而导致实 

用价值的大打折扣 例如，精确线性化的结论涉及过 

于复杂的偏微分方程组的求解，仿射非线性系统的 

关于H 控制的结论涉及一个困难的删 不等式，等 

等．有鉴于此，近年来，针对仿射非线性系统发展了 
一 些构造性的理论，以回避这些数学上的困难(参见 

文献[1～7])这些结果包括著名的 Backs帅ping方 

法．它依赖一系列的迭代过程来实现一个稳定控制 

器的设计 ． 

所有这些结果都是从某种意义上来说基于无源 

性理论的，而且基本上可以分成两类：考虑相对阶与 

不考虑相对阶，当然，并不是所有的系统都具有相对 

阶，因此，后一种情形更具一般性 ． 

本文力图强调 HJI不等式的联系作用．事实上， 

鲁棒 KYP引理⋯与 H 控制给出 r形式上相同的 

}Ⅱ1不等式 这启发我们：既然这些不同的问题具有 

相同的不等式形式要求求解，我们就可以在一定意 

义上等效这些不同的问题，从而在适当的时候把问 

题转化为较易解决的形式 

基于这种思想 ，本文考虑 了一类具有不确定性 

的仿射非线性系统的 H 控制问题，分别在状态反 

馈与动态输出反馈两种情形下给出了有关结果 我 

们的主要方法是基于 HJI不等式的转换，直接给出 

了解的一种构造以及一种构造性判据，从而避免 ， 

通常的从数值求解 HAl不等式的困难． 

2 系统描述与基本假设(System descriptiOn 

and basic assumption) 

我们首先考虑如下的非线性系统： 

f (￡)=f( )+ ( )+(gl( )+△gI( ))03+ 

《 (g2( )+Ag2(z))Ⅱ， 

== RI( )+ht2( ) 

(1) 

其中， (￡)是在原点某领域的状态向量 (0)=0， 

是 评价输出向量，u为控制输入， 为外界扰动． 

)，gl( )，g2(x)，ht( )，̂2( )， n( )， 2l( ) 

为具有适当维数的已知函数向量 ，AgI，△g2作 

为系统的不确定性，满足如下假设： 
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假设 1 

( )=分母，Il母}1≤ ll ( )ll， 

Ag1= 屯，ll丸 ≤ ll‰( )ll， 

△g2= 占 ，l【 ≤ l m ( )l1． 

上式中，es，％，e ，是常矩阵， ，‰ ，m 是适当维 

数的向量函数．假设 1是仿射不确定非线性系统的 

通常假设 本节与下一节的结论均不考虑 H 控制 

问题的所谓的标准假设，但在第 4节我们为简便起 

见，仍将启用这一假设，详见后文． 

3 状态反馈(State feedback) 

作为预备性结果，我们先考虑标称系统： 

{ ； i 0 2 “’ c ， 【== 】( )+ 12( )u． 
定理 1 设系统(2)是零状态可检测的，若存在 

适当的常数 >0如下的 HJI不等式 

aV 1 av 1． v ，1 al， 

， i≯瓦g1gf 一t g2 

T̂̂． )(如 ． )一 (吉券 +̂ ) +̂}̂ ≤0 
(3) 

有光滑正定解，且，一 12(地 l2) 12>0，则状态 

反馈律 

= 一
( )_I[ 1 g T( ) + ⋯2̂1] (4) 

使得系统(2)满足 H 指标 

ll：ll ≤-y ll }1 ，V ∈L2[0，*) (5) 

且 ：0时，平衡点 =0渐近稳定． 

证 考虑指标 

H( ，u，∞)= 

dl／(f+gl +g2u)+ ll 一 ll mll = 

a V(f+gl∞+g2Ⅱ)+ ĵ̂1+一9 TJ 12M+ 

12H 一 7．2 ∞
．  

取鞍点 ： 

： 0， ： 0， 

有u：一( )一 [{g +地̂ ]， 
1 T 8TV 

’ 

代A H( ，u， )，进而可得 

H( ，u，fI )≤ 

a 1 a T a v ，1 

， 1gi瓦 一 2 

 ̂)(盯2 )一 ({ av +m ) +研̂ ． 
从而系统满足H 指标(5)下面证 自由系统的稳定 

性， =0时， 

：  

，一 OV (地  ̂)一 ( aV +  ̂ ) ≤ 

1 ar T a v ，1 av 

一 lg1 一 2  g2一 

 ̂)( ， )一 ({ +̂ ) 一m，≤ 
一  

1 OV 1gT 一 ( f2 ) 8TV
4 0xg2 12 gl ax一 一 ≯ g1gi 一一 i2 J 一 

 ̂(，一 12( l2)一 )̂1≤0． 

由系统零状态可检测性可知， =0仅当 =0．根 

据 LaSalle不变集原理，自由系统是渐近稳定的． 

证毕 

定理 1给出了相应 H 控制的一个较为直接的 

结论——ⅢI不等式，下面的定理进 步给出 _『该 

不等式的一个构造性解，它的构造思想来 自文 

献[6]，但我们证明它确系(3)的一个解． 

定理 2 设 HJI不等式(3)中：g1=g2P+ ，且 

】2行满轶，则如下构造的正定函数是(3)~zJ 个解： 

i) OW )≤
一 。( )， ( )>0，。( )>0； 

ii) < ，当 一 o； 

i )p< ，lf 坤II<y2，。<7‘南  
iv)lh7(，一 7j 

n )̂l≤K( ( ))； 
一  

‘ ‘ 

v)K( 瓦aw蚂T ]≤ +{ ； 

vi c-一√-一善 e {c +√ 一参 ； 

vii)咖 )： )dc． 

证 直接将式(7)代人式(3)，并注意到 = 

K ，我们有 
e 0 

av ． 1 av T al V ，1 av 

瓦 ， j g1g 一l 肌 

( 一 ( 1 aV朗 + 
1 ) +哪 】= 

a w f+
4 

1 KZ 0 g ,'g 
+ 
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川  一( 川  )· 

(kT2k _l( 豢 +‰n盯 
一 ÷ K+ o re( +q)( +g) 3TW． 

(IK5 7g +‰)( )～ ( 豢 + 
12) +hWhl= 

一  K一士K 3W z((碾 )～一≯1 )gj 3TW 

豢 (( )～kS)h-+孺1 K · 

簪 (，一k~2(kT2k。 ) )̈ 

志 ≤ 
一  K一士 3Wgz(( )～一 

即 )g 百oTw
一  

3W
g2((kI2k )̂l+ 

去 +专) qT O TW~ ．rl，一 
12(如 12)一kw)hl= 

一

l

e
aK 一

4￡

I
。

K2 OW 
2(如㈦ 一 ，一 

PPT ) ( )一lg oTw
一  

豢 ( ) +471~d(1+ 
) aTw

+ 7̂(， 。( )～kS)h。≤ 

一 ÷aK+ (1+ ) 3W钾T aT It"+ 

+ —47
旦_
"
2e2n +a (6) 

在上面的式(6)以下的证明中，我们使用了矩阵反演 

公式．根据定理条件 vi)，我们易得： 

e
2

一

e +
旦47z c 。 

从而，式(3)成立． 证毕． 

推论 1 设H儿不等式(3)满足匹配条件：g1= 

g2P，且 2行满秩．则如下构造的正定函数是式(3) 

的一个解 ： 

i) ，( )≤一。( )， ( )>。，。( )>。； 

、 h h 

iii) kl2p 

iv)扣(， 
v)V(W) 

∞，当 一 0 

< y一： 

l2 矗)̂l≤ ( ( ))； 

m  ． 

证 注意 到在匹 配条件成 立时，定 理 2的条 

件 v)成为多余，经过简单的推导，即可得到我们所 

要的结论． 

考虑系统(1)，则我们可得以下结论． 

定理3 设系统(1)是对于所有 △，是零状态可 

检测的，若存在适当的常数 ，，̂ ，̂ >0使得如下 

的I-IJI不等式 

，+{ (s-删 gW+ 。j+ 
1 

e
：+ e 3Tv

一 ({瓦Vg + 
∞̂  

^ ^ 一 

 ̂)( 2̂ T )一 (吉, 0Vg 
 ̂̂ l+̂ } ≤0 

有光滑正定解，则状态反馈律 

： 一 ( +̂ T m )一 [{g ( ) 

使得系统(1)满足 H 指标(5)，且 

= 0渐近稳定．式(7)中： 

+ I2)。r+ 

(7) 

3TV

+ 1̂] 

(8) 

0时，平衡点 

MM =( I一 2̂ m T )～ (9) 

证 考虑指标 

H( ， ，∞)= 

( )+△，( )+(g。( )+Ag。( )) + 

(g2( )+Ag2( ))Ⅱ)+ II 2 II 一y l m ll ． 

注意到： 

( )= ≤ 1 3 V叩e，T 3Tv + ，̂2 T 
， 

- = ≤ 

1  3V T 3Tv
+ 2̂ Tm 

， 

d

3 VA
—

u - 0V 氏u≤赤 OV T —a T V+̂ mT ％“， 
代人指标并取鞍点： 

-o， 

右  
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u= “m )一‘[ 1 g2T( )尝+ 。̂ ， 
= { T尝． 

Gt=[ 村 1 e， 1 ]
， 

Gt= +Q， =[ ]，，n = ，n 。 ， 

i)9
x

31Ff( )≤
一 口( )， ( )>。，口( )>。； 

11)坐 < 
．当 一 o； 一 < ∞．当 — LJ： 

iii)卢 ，I tl ， 南  ； 
iv) [ (，一(1+ ) I2尸 T T2)̂l 

}̂， 呵：≤ ( ( ))； 

v) ( )[ Q 3 T g：]
≤ (1+ )～； 

vi){(1一 )<e<{(1+ )； 

v ) ( )：12 (f)df． 
M 由式(9)定义． 

证 容易验证式(7)可以写成 ： 

磬，+{ 3xG，G 8TV一({ !+ 

)( )一 ({； + ) + ≤。． 

『 ·] 
上式中：G2=[g2 0 0 o]，H=l 呵l，K= 

l D J 

[K．K2]，K2满足条件： 2=0， K2=0，髓K2 

= ，从而根据定理条件以及定理 2，我们可以构造 

序列 满足 ⅢI不等式(8)，取 G ：G，P+Q，P： 

l。0 即Gl=g2 +Q 注意到 

r ] 

[墨 ]I：I=墨 ，井以 ：l代人定理2的结 
l o J 

论即可得结论 ． 证毕 ． 

注 尽管约束 的 3个矩阵方程是容易满足 

的，但实际上本定理证明中 所应满足的这些条件 

仅仅是形式上的，因为在后面的计算中—— 如我们 

所见—— 与零矩阵相乘而消失了． 

4 动态输出反馈(Dynamic output feedback) 

考虑系统 

fx(t)=l厂( )+ )+g1( )叫+(g2( )+△g2( ))H， 

{ =hl( )+kt2( )) ， 

Ly=h2( )+Ah2( )+k2l( ) 

(10) 

Y是观测输出向量，设如下标准假设成立： 

假设 2 

I Ah2 ≤ I／／／'h ll， 

kl2[ l2 g1]=[， 0] 

给出动态输出反馈控制器如下： 

‘ Y， 
⋯ ) 【

u：  ̂( ) ⋯ 

我们有如下结论 ： 

定理 5 设系统(10)满足假设 1，2，取形如 

式(11)的动态输出反馈，若存在 ( ， )，Jp( ， ) 

使得 

Ⅳ1埘 = PP 一( )～， 

怫 2=i—Xt K1。K 

并且存在 IV( ， )>0，a( ， )>0使得 

i) (̂ )+ 口 Go]N；‘(KTk) Ⅳj‘． 

【，]h J)≤一 ( ， )； 

叫 ⋯
， 

则动态反馈输出控制器(11)使得系统满足 H 指标 

且闭环稳定．条件 i)．ii)中： 

钮B=lr l 专 1 e oj 

[：飘0 ]， 【。 J， 
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『h] 
C=l A2 l，D= l 

。m  J 

证 考虑式(11j，则剐外糸玩为 

ft( )=，( )+ (i)+△ ( )+ (2) ， 

【：= (重)． 

(12) 

上式 中： 

㈦： ： 11 

靴 ：【＆ ㈤】=e l 0 h母
2

( 札 

： [ ]= ， 

)= ， c 

容易验证，若如下的HJI不等式有正定解，则定理成 

立 ： 

+{万OU( + +v2gg ei 瓦
， 

1 
z

T
，

3

鳓

XU
+ + 2 T + 

}̂mI +  ̂̂ + ；̂ m ≤0， 

令 

考 +嘉e +l~e2ew=BB +cc ， 
h[h1+ }m + {m + 

 ̂ + 22n TmT 。 = CTC +  ̂ Dh ． 

为了构造形如式(2)的砌 不等式 

》+ 1 OVG 一({ + 
H K)(KTK)一1(、21 3

a 

V ~
2+H ) +H H ≤0 

我 |r】令 ： 

_，：F一 (KTK)～KVH， 

BB +c c = GlcT—Gz(KTK) Gj， 

cTc + DTDh~ ： 日 ( 一 ( ’ ) ’)H 

同时考虑匹配条件： 

C，= G2P． 

取 

NiⅣi= P 一( )～， 

峨N2=l一 KXK) 

可得 ： 

c _l1日= ． 

由推论 1可知，若存在 ( ， )>O，d( ，∈j>0 

使得 

i’)瓦3W，( 
， )≤一 ( ， )； 

ii') 旦 < 
，当 一 0． 

将 G2，H代人上式，由推论 1知HII不等式解存 

在，稳定性证明则与定理 1类似． 证毕 

5 数值例子(Numerical example) 

设系统 (1)中 

f( )= 『一 {一 11 『gn 0 1 【
1 J’gl 【0 j 

： ： ， ：[ ]， ：：[ 罢]， 
叩：e =，， =。，， ：【 ]， 

⋯  

则 

M = ，Q=0 

gI】’gl2， 为常数，使得当 cI=g2 时，P = 

[专：]；又tt甄 u：孪c c这里取的是迹范 
数)．由条件iii)~ ={． 

硼【 +扣可 ) 
：  j+ }+{ je ， ( )= 1 2 + ； 易验证 
条件 i)，ii)J~ -． 

由 iv)，可得 

～ ， 、 、

i3 14+ } 
64

11 
2

2 

圳 ≥ ， 
{+ }+{ ；e 

同时由于 Q=0，条件 v)自然成立．所以可取 ( ) 

： 1；我们取卢=0．36<1，由vi)可取 ￡=0．5；最 
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6 结论(Conclusion) 

非线性控制理论的发展远没有达到线性系统理 

论的成熟的地步，一个突出的表现就在于它的理论 

成果很难转化为现实的应用 其主要原因就在于所 

谓理论上有意义 的成果往往过于复杂，而导致实际 

应用技能的下降，以至于根本无法投人实际操作．可 

喜的是，这一现象目前正在逐步改变．本文的结果是 

这一方面的一个结果的自然延伸． 

本文根据已有文献的结果，结合 HJI不等式，也 

仅仅是通过 HJI不等式的联系，给出了一类非线性 

系统的H 控制问题的解的构造，直接拓宽了现有 

的结果 我们进一步考虑的动态输出反馈问题的结 

论，不再依赖一个难解的HJI不等式，而是两个简明 

的判据，改进了以往 的结果 ． 
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