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摘要：对含高度非线性的复杂系统的模糊建模提出了一种二叉线性模糊树方法 ．证明了对 维空问中任一用 

集上有限样本集或连续函数 ，总存在摸糊树模型以任一精度逼近之 模糊树模型在一定程度上模拟了对复杂问题 

进行分层、分段简化决策的思维过程．故对其进一步的研究具有科学与应用价值． 
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Abstract：A binarylinearfuzzy[Tee structure approacht i e ．FTmode1．is pmposod for c~pplex notflinear~,stemfuzzy 

modeling Itis provedff~atfor anv continuousfunction ofL2( )，there always exists an FTmodelto approximateit agoitmrily 

well In some sense，FT model simulates the layered decision—making and piece—wise linea6zed processing procedttre for s0lv— 

ing complex problems 
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1 引言(Introduction) 

对难 找到一个全局的函数建模的复杂系统，通常采用 

的一类方法是蒋输入空间划分后，在每个子空问内求其．tlf坩 

简单的局部映射关系 文献[1 中基于网格法的 Takagi— 

Sugeuo(T-S)模型．是一种有救的方法 但当输入空问维数增 

加时，非线肚优化所需的对问长 Jyh—Shing Roger Jang基于模 

糊神经网络的 ANFIS模型【 ·明皿地改进该模型的精度和计 

算效率，但仍难以处理由于高维输^而引起的规则条数(网 

络数 目 爆作”问题．Getfand提出了一种二叉树结构的分块 

线性模型l3 ，其优点是对输^空间的维数不敏感，但在相邻 

子空间分界处映射函数会出现不连续或不光滑 本文采用二 

叉模糊树结构对输入空问进行逐次划分；在各子空问中采用 

多个线性模型的非线性加权逼近；从而在整个输入空问上形 

成了一个连续、光滑的非线性映射函数 

2 闭集 的模糊 树 结构划 分 (Structural partition for 

dOSed sets of a fuzzy tree) 

定义 1t 二叉树模型由正整数构成的有限非空集 

和两个函数序列 (·)和 r(·)构成，且满足： 

1)v ∈ T，f(t)=r(t)=0或 (t)>t，r ct)>t成立； 

2)Vt∈ T，除了 r中最小的整数，必存在唯一 s∈ T， 

使得 =f(5)或 t=r(s)； 

r中的最小元素称为根节点，记作 root(T)．对于节点 

∈ T，l( )和 r( )分别表示由 f生成的左右节点 若节点 t 

不是父节点．即 z( )=r( )=0，则称作终节点 广 r表示 

的终节点集合 

引理 1 对 rt维空问中任一给定闭集 二叉树模型的全 

部终节 形成对给定闭集 的划分 即每一终节点对应的元 

素 ∈ 属于同一个等价类 

证 将绐定闭集 赋予二叉树的根节点 root(T)．对 

进行第一次划分后产生两个子集 l和 z!，它f}]分别刘应 

(root(T))∈ T和 room(T))∈ T． 中的任一元素必属于 

且仅属于这两个子集之一．即每一个子集中的元素属于同一 

个等价类．继而对这两个子集分别进一步划分，直至全部的 

终节点 全部终节点形成集合 ．根据有限覆盖定理，对于路 

定的闭集 ， [ 是存在的，并且 z中的元素必属于且仅属 

于某个 t∈T的子集 即全部的终节 形成对 的一个划分 

定义 2 模糊二叉树模型由二叉树模型和隶属度函数 

序列 『／xi( ) ．J∈ 构成 

引理 2 刘于 维空问中任一给定用集 ，模糊二叉树 

模型的全部终节点形成对给定闭集x的一个模糊划分 即每 

一

终节点对应的元素属于同一个模糊等价类 
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证 类似引理 1 

图 1示意地描述了模糊二叉树对给定二维闭集的划分 

具体算法见第 3节 已有的网格法等多数是沿输人的各维方 

向进行划分而一次形成的划分，而模糊树模型不论维数多 

少，每次只将一个子空间分成两个更小的子空间，因此逐次 

形成一个划分；进而，这种划分还可 自适应地在对应函数关 

系复杂的输人空间作细划分．而在其它部分作粗划分 ，从而 

为提高精度和计算效率开辟了新途径 

{ ( 1 

兜=O．03xrr0 21x2—0 36 0 5【 r0 33x2+ 

1{a】 模糊一叉树 意 

Fig l(a) Sketch of fuzzy binaD,tree 

① 

囡 
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t(bj 模糊二叉村对 _̈维闭臻的划分 

Fig 【Jb1 Partition for 1w0 dimensional closed 

Sets of a fuzzy'trec 

3 模糊二叉树(Fuzzy binary tree) 

由于多输出问题可化为多个单输出问题，这里只考虑一 

维输出问题 令样本集 a'2={( ，，)，i 1，⋯， I， ∈ C 

， 
∈ Ec琏 Z称为输人空问．是 n维实空INOg--~N集． 

E称为输出空间．1 Y l< ∞． 

令 =(1， ， ， ) ∈z C且肘 为输^向量，对应每 

个节点 f∈ ，有最小二乘系数构成的向帚 c ：[c (O)，⋯． 

Cz(n) ．隶属函数 (z)，输出的估计 =c 及辅韵的隶属 

函数 l̂( )同时每个节点对应输人空间的一个模糊子空间， 

记为 子节点对应的模糊子空间在父节点所对应的模糊 

子空间内划分 辅助隶属函数用来描述子节点如何对父节点 

所埘应的模糊子空间进行划分 故除根节点外．有递推关系： 

H( )= )( ) ：( ) (1) 

其中 ( )∈[o，1]，A( )C-[0．1： 

模糊树模型的输出可由所有终节点的输出的反模糊化 

得 到 

，=∑ ( ) ／∑ ( ) (2) 
c∈r r 

t的子节点f( )，r(t)的辅助隶属函数为 

( ) F 珥 ， ( a) 

( ) l十 F 硼 (’ ) 

其中at(fI∈ l皿．at( )∈1[巳， ∈＆0 为 

L L 

∑ ( ) ： ∑ ( ) 
( )= ( )= }—一 = ——一  

∑ ( ) ∑ ( ) 
i= ；=】 

(4) 

e ： ∑{[ 一 = 

，一 『_ 
∑告[r一∑ ( ) ] = 

∑ _1l j— ] (5) 

向量 和参数。的选择要使估计误差 取极小．为此，可 

由最小二乘求得 e1． 

许 =(r ) ry． (6、 

= [i ⋯ ] ，y：[ ⋯ ，] 至于 ，t∈ 的确 

定，可采用已有的优化方法，找到使输出误差全局最小的 。， 

恕不赘述 作为例子，只考虑梯度下降方法 ： 

( 川 ： ( )一 ， (7) 

轰=喜 =喜c 一 *蓑 l * I ， 
af(x)

： ㈤ Tx-y( )] ( 

= )( )*[1一 ) *盈( )*[( )) 一 ] 

当然，梯度法不能保证找到全局最小，然而若满足于局部极 

小，设方法不失为一个可选择的简单途径 

二叉模糊材生成新的叶节点的过程为：考虑反模糊化公 

“  )( ，一l ! 21 1 l !￡ 
五 )( j+五 )( ’) 

> e 

(8) 

)】。 

(9) 

(10) 
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成立，则对节点 ￡进行划分，否则不再划分，节点l成为终节点 

须指出，式(6)的求解可通过递推最小二乘方法、奇异值 

分解方法等来进行；虽然随着子空间的增加，式(6)求解也会 

出现维数过大难于求解的问题 ，但是与 ANTIS因为规则划分 

过多造成的难于处理高维输入问题并非同一问题．据 lvlatlab 

的能力，模糊二叉树能处理至少 100维转入的建模问题 

4 二叉线性模糊树对有限样本集或有界连续函数 

逼近的收敛性(Convergence of lInear binary．缸 

tree’s approximation to finite sample set or bounded 

continuous function) 

定理 々 为 n维实空间中的闭集，D = {( ，r)．c= 

1，⋯，L}， ∈ [ ， ∈E[】瞰；E为一维实空间中的闭集． 

则必定可由(2)所描述的二叉线性模糊树模型 任意精度逼 

近之 

证 首先考虑(3)中 1一 ∞及 ( )一 ∞的情形 

对应图 1中输入空间的划分不存在模糊区，是所谓的“硬划 

分 ．由(4)可得 

日 ( )= ( )=， (11j 

这时有 

02， 

， 

这里 

＆( )= d 一 (14) 

＆( )=0为 n维空间中的超平面． 

二叉树是有向树，据有向树是无回路的有向圈的性质， 

加之(10)和(5)自然保证了 ：∑ 逼近误差的单凋下降 

性．由02)，(13)和(6)可知，此时，求解 cI简化为 

= Yi (15 

其中 

= 一  

j( 什 )，⋯．( ， )}∈ n ．D [n，l∈ T即终节点 t 

是由 m个输入 ／输出样本构成的样本子集 D 

当 m > n时 ， 

《 R( ) (16) 

其中 R( )为矩阵 的值域． 

而 为式(6)的最小二乘解 ，其残差 

l 一 l=l — 【c 1)0． (17j 

由于 n为有限个数的样本集，E为 n维空间中的闭集． 

根据有限覆盖定理，对输入空间不断的划分，最终总存在有 

界的有限非空的 ．使一些 ∈ 对应的n 中有 

rank ，= tD,= I1,． (18j 

而另一些 l∈ T的n．中有 

rankx =m ( (19) 

若(18)满足，则逼近误差为0，即 

= ∑ 1 一 l =o． 
∈n ‘ 

对于(19)的出现，可分成两种情形讨论 不妨设 n 为 

(s)所对应的输入出样本子集．而 n⋯ 则对应 r(s)． 

第一种情形：n 出现(19)，而 nⅢ 满足(18)．这时总可以 

在 D 中找到至少 —m个样本耐I( ， )I∈D⋯ ，幻 ： 

1， ．n—m，加上 D 中的样本对满足(10)，同时还满足误差 

hi=eh r+__ ∑ 1 l，{一̂I l =0． (2o) 
-∈qUO⋯ ‘ 

在选取 n川 中的 n— 个样本时，以离 岛( )最近的样 

本为选择优先圾最高． ( )为终节点r的父节点s所形成的 

划分 r( )和 ( )的 n维空间的超平面 

第二种情形：n 与D【+_同时出现(19)．这时可 参照第 

一 种情形，在 皿+ 中找到足够的样本对补充 D 并在D 中找 

到足够的样本对补充 n川 ，使之均满足(18)由于父节点 n 

一 定满足(16)才具备产生子节点的条件．所墩具有足够多的 

样本对使 皿 与DⅢ 能互相补充， 使均满足(18)及(20)当 

n j』J r( )时可采用类似作法． 

因而，在“硬划丹”时，逼近误差 e是单洲下降并具有下 

确界为o，印对任意给定的 ￡>0．总存在有限非空 ，使得 

= ∑ (￡ 
』 1 

进一步考虑“轼划丹”情况，即在(13)中 f( )及 Ⅱ，( )取有 

界实数，即输入空间的划分具有模糊区．当 n=1时．图 2中 

直线取 ，岛示意了一种“硬划分”的逼近．而 sl， 则示意了 

取不同al(r)及 r(】】时用曲线段代替直线段“轼划分”逼近． 

若模糊树构成过程中 州 】和 art )由梯度下降与模拟退火相 

结合的方法来优化，能保证在给定节点时逼近误差最小化． 

故总有 

0≤ e≤ 

其中el,为叫( )一 ∞及 ( )一 ∞时的逼近误差．而 e为辅助 

隶属函数经过优化后所得到的逼近误差． 

2 051f1l和 t lI的选择对迫近的影响 

Fig 2 EfFect ofthe selection 0f,9／／⋯ andq。) 

Oil approximation 

上已证明了 的上界 是单洲下降收敛到0的哥西序 

列 故 P也必定是单调下降极限为 0即对给定 ￡>0，对 维 
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-

~．i'uq中任一闭集上的有限样本集～定存在有界的 ，使(' 

彤的二叉线性模糊树对输出样本集的逼近误差 => B<E 
—

,6—r 

证毕 

推论 令 Y= )为 维空间中一闭集 上的有界连 

续函数，其中 ∈ z[ ，y∈ E[ 皿!l必定可由(2)所描 

述的模糊树模型 任意精度逼近之． 

证 由于 n维数空间上的闭集z具有紧致性 ，故总可风 

有限集{ 。{，Vi=1， ，L．使有界序列I，=l厂c )-，Vi= 

1，⋯，￡是列紧的 印当 三一 ∞时，有! = ，( ) 一 y= 

)． 

又根据上述定理，(2)所描述的模糊树模型可以任意逼 

近 n堆空问一闭集的有限样本集 救可得出(2)所描述的模 

糊树也可以任意逼近闭集上的有界连续函数 证毕 

5 仿真结果与比较(Simulation result and comparison) 

例 将模糊树模型用于图 3所示标准例题麦克一格拉斯 

混沌时间序列的预测【 ．r>l7，数据101～210用作样本(训 

练数据)，数据 601～1110用作检验数据 本例取 =[1， 

(c一【8)， (1—12)， ( 一6)， (c)]， ( +6)．d．． ∈ 

，初值取为 0 3经过迭代优化，仕得 =7 74． 

时川 ，s 

3 一部分麦克一格拉斯混沌 时_H]序驯 
Fig 3 Pans or"Mackey—Glass chaolic lime scrics 
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叫 ，S 

4 模枷树模啦的坝删 兰 

r喀 4 Prediction ofroE(，f．I m ，1r~c mo,：lel 

圈4给出了模糊树模型的预测误差曲线 表 i给出了与 

其它模型比较的辨识结果 仿真结果表明．与 NN模型荆j比． 

模糊树模型具有计算量小 精度高的特点．与 ANFIS模型4{1 

比，基本达到了相同的误差水平 然而，如使用说蹦中指出． 

ANFIS模型只能解决输人维数小于等于 5的问题．模糊树根 

型则具有对于输人空间维数不敏感的优点 

表 l 模糊树模型与其它模型结果比较 

Table 1 R~mlt COI13p~ orJS offuzzytree and othermodels 

6 结论(Conclusion) 

本文所提出的二叉线性模糊树模型，可 对 n维空间任 

一 闭集上的有限样本集进行任意精度的逼近．该方法具有计 

算速度快，精度高 ，对输人空间维数不敏感等优点 模糊树模 

型在一定程度上模拟了对复杂问题进行分层分段简化决策 

的思维过程．故对其进一步的研究具有理论与应用价值 
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