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摘要：考虑了状态受限的非完整单链式系统的实际镇定问题．利用链式系统的特殊结构设计了两步控制算法 

该方法能够使闭环系统的状态最终收敛到原点的任意小邻域中，且若系统初值小于任意正数 ，那么】l彖了一个收 

敛到零的状态变量外，其余状态变量在整个实际镇定过程中均小于正数(1+￡)M，其中 ￡可事先任意小 最后对平 

面移动机器人进行了仿真．验证了所给方法的有效性 
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Practical Stabilization of Nonholonomic Chained Form Systems 

with State Constraints 
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Abstract：This paper investigates the practical stabilizing p~ lem of chaill~ systems with sta cOnsⅡ b Based OR the 

~ecLdiarmuc ofthe chaill~ form system，aI1 two-step con~ lleris es∞脚 ，which c∞ stabilizethe statesofthe system 

to_皿 arbitrarily sraaU 百1bofIlⅨd ofits equJlibritanin afirfitetime．In addition，iftheinitial value ofeach stateislessthan 0r 

equaltO gone posilive nulilbca"M，all states lessthen equalto(1+￡)M断 an arbia~uy positive￡，except only∞e statg 

wh／ch~xponenfially。咖vel苫 幻 帅 The application of Jt幻 a nonholo~mdc wheeledmobJJe robotis described Simulation 

result showsthatthe q controlleris effective． 

Key wor’【b：state constraints；t：ha[1l~ form system；wheeled mobile robot；practical stabilization 

1 引言(Introduction) 

最近，非完整运动学系统的控制问题受到越来 

越多的关注．尽管这类系统是可控可达的，但是已证 

明不存在光滑的纯状态反馈使其镇定到原点，因此 

只能寻求其它形式的控制律如时变反馈控制律，不 

连续控制律和混合控制律⋯ 然而在这些设计中，均 

未考虑状态受约束的情形．但在实际系统中，状态常 

常是受限制的，例如平面移动机器人的工作空间是 

有限的，机器人不可能超限运动．因此，有必要考虑 

状态受限的非完整系统的镇定问题 

本文考虑非完整单链式系统的镇定问题．这是 

个新问题．基于这类系统特殊的结构，采用两步控制 

策略，设计的非光滑控制律使得闭环系统的状态在 

有限时间内可以收敛到原点的任意小的邻域中．且 

若系统初值小于任意正数 ，那么系统状态除 厂一 

个收敛到零的状态变量外，其余状态变量在整个实 

际镇定过程中均小于正数(1+e)M，其中 e可事先 

任意小． 

2 问题的提出(Problem statement) 

考虑平面上的刚体移动机器人，它由车体和三 

个轮子构成．前两轮的方位始终与车体方向一致，后 

一 轮为导向轮，对移动机器人施加的控制由前两轮 

上的马达提供．建立一平面惯性坐标系及一与机器 

人固联的参考坐标系，取此参考坐标系原点 0为移 

动机器人质心，记0点在惯性系中的坐标为 ( ，y)， 

参考坐标系与惯性系的夹角为口(详见[2])． 

设轮子与地面接触点满足无滑动条件，这一非 

完整约束可表为 

c0s口+ysin~=0． (1) 
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记 q=[0， ，Y】，定义 

『1 0 1 
R：1 0一sinO I， 【

o 。0s日J 

则由式(1)可知 

则存在实数 k (i=1，2，⋯，n一1)使得矩阵 

『 臼 ] 
【如cosO一 IsinO]’ A 

=R(q) (2) 

此即为这类非完整约束的运动学系统． 

取如下全局同胚变换 

t = 0， 

2 一 xsin0+ ycosO， 

3= xcos0+ ysin0， 

l M1， 2 “l 3 十 M2， 

则系统(2)可化为 3阶链式系统，即得到 

1= ”I， 2： 2， 3= 2 1． (3) 

这里 】表示角度，( 2，奶)与( ，Y)之间是正交 

关系． 

一 般来说．非完整平面移动机器人的运动学系 

统经过坐标变换和输入变换化为链式系统时 均 

表示角度 ，而位置坐标( ，Y)与相应的其它一些新 

状态变量具有正交变换关系(见文(3])． 

综上所述，考虑变量 不受约束而其余变量受 

约束的非完整链式系统的镇定问题是十分有意义 

的．由此提出下面一般单链式系统在状态受限下的 

实际镇定问题． 

设 t。=0为系统的初始时刻，为讨论方便，引入 

下面记号和定义． 

i=( 2， 3，⋯，Xn) ， 

研究 的问题 ： 

考虑单链式系统 

葺1 】， 2 U2，l = J—l 】， = 3，‘。。，n， 

(4) 

任给 e>0，el>0，M >0(一般 e《 M)．本文实际 

镇定研究的问题是如何设计控制器 和 2使得闭 

环系统满足： 

1) l(f)一O(￡一 *)；且存在有限时间 T>0， 

当￡≥T时，}1 j lI≤￡． 

2)若 ；li(0)；；≤M，则 tti(t)It≤(1+eI)M． 

Vt≥0．其中 I}·}l表示矩阵或向量的2范数． 

3 控制器设计(Controller design) 

为表述主要结果．先引入两个引理 ． 

引理 1 设 n(≥3)为自然数，任取实数d>0， 

n≠O，选取负实数 <0，8<0满足 

(n一2)d／̂ ≤2d+d ， 

k1 ⋯ k一2 k 一1 

0 ⋯ O 0 

O ··· 0 0 

满足： 

1)其特征值为 ，̂ +d，⋯，̂ +(n一2)8． 

2)存在可逆阵 u使得 

A=U一 diag{ ， +8，⋯， +(n一2)8j￡，， 

(5) 

且若取Q=UTU，则矩阵P=1 一 ‘Qe dt为 
~apunov方程 +ATP=一Q的唯一正定解，且 

／ ≤1+dP ． (6)  ̂() ⋯  、 
证 利用线性代数的知识可证明之． 

引理 2 设 n(≥3)为自然数，任取实数 d>0， 

选取非零实数 和5使得藉 >0且(n一2)b ≤2 

+ ．则存在实数 (i=1，2，⋯，n一1)使得矩阵 

1 

l 

kn一2 kn
一 1 

0 O 

● 

O ··· 1 0 

满足： 

1)其特征值为 ， +5，⋯， +(n一2)b 

2)存在可逆阵 使得 

A= 一‘diag{ ， +5，⋯， +(n一2)b} 

3)情形 1： <0，取 

=  ， = 1 ‘Q一 dt， 
则这样选取的正定阵满足 Lyapunov方程 

+ = 一 ． 

情形 2： >0，取 

： ， ： e cQe df， 

则这样选取的正定阵满足Lyapunov方程 

+ = ． 

以上两种情形均有 

(7) 

／ ≤1矗 (8) √丽  ’ 
证 利用线性代数和 Lyapunov方程解的理论 

可证明之 ． 

系统的实际镇定方案为： 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


2期 状态受限的非完整链式系统的实际镇定 273 

定理 设 n(≥3)为自然数，任给 ￡>0，￡l> 

0，M >O(一般 ￡《 M)．系统实际镇定的控制器设 

计算法为： 

步骤 1 取正数 h(0<h<1)，任取 a≠0，在 

引理 1中取 l= d，A1= A， l= 满足 (n一 

2)31 l≤ I+e1 (引理 1的条件)．故满足引理 1 

结果的实数记为 (i=1，2，⋯， 一1)，控制律取为 

l 0，U2 l：v2+ + kn—l ． 

当 II ( )ll≤ Ê时，记此时刻为 l，当 f>Tl时转 

下步 ． 

步骤 2 若 (T )=0，控制律取为 

l= 0，u2 0． 

若 l(TI)≠0，任取 k>0，取引理 2中的 =1／h 

一 1，取两实数 ,~sgn( 1(T1))= ，3sgn( l(T1))= 

满足(n一2)3t2≤2(1／h一1)+(1／h一1) = 

1／h —1(引理 2的假设条件)，这里 A>0，d>0为 

任给正数，满足引理 2结论的实数记为 (i=1，2， 
⋯ ，n一1)．控制律取为 

Ⅱl=一hl， 2=M1(k1 2+‘。 +后 一I )， 

则闭环系统满足 

1) l(f)一 0( 一 ∞)；且存在有限时间 T>0， 

当 f≥ T时，Il i( )ll≤ e． 

2)若 ll i(0)fl≤ M，则 }1 ( )ll≤ (1+ 

1)M．Vf≥0． 

证 由引理 1和引理 2以及 Lyapunov稳定性 

理论可以证明，篇幅所限，这里略去． 

下面对上述定理加以说明，在步骤 1中，对于给 

定的 AI，d1和￡l，只有一个是独立的，比如任意选定 

A1，则 1只能选满足条件(n一2)3／A≤2e1+￡}．一 

般来说 d，绝对值较小，因此，由引理 1可知条件 

I1 (f) ≤ Ê得以满足的时间就取决于A1绝对值 

的大小，绝对值越大则满足此条件所需的时间越短， 

当然，控制增益 也越大．另外，h也影响此达到该 

条件所需的时间，一般来说，h越大则所需时间越 

短，反之亦然．对步骤 2中的正数 ，其值越大则 

收敛的速度越快． 

4 仿真(simul 0n) 

考虑本文第 2部分提出的平面移动机器人系统 

经过坐标变换和输入变换后得到的 3阶链式系统 

(3)．任给正数 e，￡l，h，m，k，。，A及负数A1；取满足 

定理条件的 

d=A(1／h 一1)， 1=Al(2e1+e})． 

控制律的设计步骤为： 

步骤 1 首先计算出 

后I= I(2+2￡1+e})， 

2 = 一 }(1+￡1) ／a． 

控制律为 

Ul= a，U2= klx2+ 2b． 

当~／ i+ i≤ Ê时，记此时刻为 l，转下步 

步骤 2 取 

= sgn( ( 1))， 

一 享(去_1)． 2 一 一 J‘ 
控制律为 

Ⅱl=一j 1，u2= l(后l 2+后2 )． 

下面图 1～3给出了一组参数下的仿真结果． 

f／s 

图 I 状态 。 2， 随时间的响应曲线 

Fig 1 Responses of states ．x2．柏 

fIs 

幽2 速度 和 “2随时间的响应曲线 

Fig．2 Responses of“l，“2 

图3 丽 随时问的响应曲线 
Fig 3 The response of厦 
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5 结论(Conclusion) 

本文对于状态受限的单链式系统给出了一种两 

步实际镇定控制律，使得闭环系统的状态在有限时 

间内收敛到原点的任意小邻域中，且著系统初值小 

于任意正数 ，那么除了一个收敛到零的状态变量 

外，其余状态变量在整个实际镇定过程中均小于正 

数(￡，+I)M，其中e1可事先任意小．这种方法有望 

推广_到多链式系统和相应的动力学系统中． 
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