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摘要 ：按照结构力学与最优控制的模拟理论，H 状态反馈控制系统的最忧 H 范数 y 可 以通过求广义 

Rayleigh商的最小本征值得到 利用精细积分法和扩展的 Wittrick-Williaros(W-W)方法，可以求解有限时间 H 状态 

反馈控制 的Riecali微分方程，并确定其最优 H 范数 7⋯ 实现控制系统的设计．在此基础上，闭环 H 控制系统状 

态方程的解也可以由精细积分法计算，虽然对于有限时间 H 状态反馈控制来讲，这是一个变系数线性微分方程 

组 从而实现了H 状态反馈控制系统初值响应的仿真，可为评价系统性能指标提供参考． 
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The Precise Integtation M ethod 

for Finite Horizon H Control System Synth esis 

W U Zhigang and ZHONG W anxie 

(StateKey Lal~ mry ofSttttcttwal sforInduslrial Equipment。DalianUnive~ty ofTechnology。Dali卸，116ff23，P R Cram) 

AI rad：Based∞ the analogy between smacaral aIlics and op曲血 conm31，the oNalalH not'm n ofH state 

feedback control system can be obtained through the c0m 0II of fundamental eigenvalue of a gc RayleigIl qu~ent． 

To esisefinite horizonH sta feedback control system，the pr0a integrationmeCaodis utilizedtO solvetheRicc~ dif- 

fere~al equa~on and tO compute the co脒 呻曲1g o nal H norm eombined with the~xtended Wittrlck-Wdliams(w_w)al- 

gorit~m ．Tile state equation ofdosedloop system is also solved bythe preciseintegrationmethod，althoughitistime v~fillg． 

Tllerefcce the simulation of response of H state feedback control system under the inilial value dis0albance can be aemalNslaea 

by the pcecise ir grad0I】method also，which is helpful for the design of conl~ system and lbe~valua~on of sy~em pe 

m 1ce 

Key w0rds：H。co~(wol；precise integ~ o．；Ricca~equation；gerIerdI P,ayli~gh quc~enl 

1 引言(Introduction) 

H 状态反馈控制是 H 控制的基本问题，对此 

问题的理论研究已经趋于成熟_l“ ，而且也有相应 

的计算机辅助设计软件L ．但对于有限时间 H 控 

制系统的设计与仿真问题，却比较难以处理，因为系 

统设计需要确定最优 H 范数 y ，判断Riccati微分 

方程正定解的存在性，而且控制系统的仿真还需要 

求解时变线性微分方程组 ．结构力学与最优控制问 

的模拟理论为研究和解决这一问题提供了一个新的 

途径l5-9_．本文首先介绍了求解 Riccati微分方程、 

计算系统最优 H 范数 7 的方法，并在此基础上介 

绍了求解闭环系统状态方程的精细积分法 

考虑下述线性定常系统 

= Ax+B1 +B2u， (0)= o， (1 1) 

* 基金项 目：博士后基金资助项目 

收稿日期：1999—11—25；牧修改稿 日期：砌 一12—20 

(1．2) 

其中 为n维状态向量，”为f维外扰向量，“为m维 

控制向量， 为P维输出向量 ，P≥ m，矩阵 A，B1， 

毋，c和D有恰当的维数，D D =，，，为单位阵．而 

且矩阵对(A，B2)和(A，c)分别是可控和可观的． 

设计 目标是寻找状态的线性反馈控制 

H=Kx． (1_3) 

使闭环系统从外扰 到输出 的传递函数矩阵G 

的H 范数满足 

ll 6 [o， <y， (1．4) 

满足上述条件的最小 y值就称为系统的最优 H 范 

数 y ．引人拉格朗日乘子 ，利用变分法可得 
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u =一 日 ， = 一 日 

及对偶方程组 

露=Ax一( 町 一~,-2BIB,C)a， (0)= 。， 

(1．5a) 

= 一 C 一A ， = (T)=s，研． 

(1．5b) 

由上述两端边值问题可以导出Pdccafi微分方程 

『～S=Ats+SA+CTC—S(B2 一 日1BT)S， 

【S( )：s，， 

(1．6) 

而闭环系统的状态方程则可以表示为 

t=(A一(B2 一~,-2B1町)s) ． (1．7) 

通过求解这一具有时变项 S的线性微分方程，即可 

得到系统状态的变化规律． 

由变分原理 

a 一日( ， ) 一{ r1_o． J n ‘ 

(1．8) 

其中 

H( ， )= 

T + 1 
xTCTCx一{ (日2 一y—zBlBDX， 

(1．9) 

可以导出对偶方程(1．5a，b)，这两者是等价的，将变 

分式(1_8)中的参数 y一 分离出来后[ ， ，变分原理 

表示为如下形式 

： 叫n 鲁． (1．1o) 
其中 

Ⅱ1：f ( 一 T 一 1 XTC Cx+ 

1 B

2BI~)af一吉 } (1_IIa) 
Ⅱ2= I J

。

T

(̂ B1BTx) (1．11b) 

(1．1o)是广义Rayldgh商本征值的形式，此式建立 

了H 范数与广义 Rayleigh商本征值的联系．广义 

Raylci~商最小本征值就是使 Riccati微分方程正定 

解存在的临界参数 y ，其中 y。P是闭环系统的最优 

H 范数．根据结构力学与最优控制的模拟理论，扩 

展的 W-W算法【 ]结合Rivcati方程的精细积分可以 

计算最优H 范数，方程(1．7)的精细积分解也可同时 

得到．这样就可在完成 H 状态反馈控制系统设计的 

同时，实现闭环系统初值响应的精细积分算法仿真． 

下面将从区段混合能概念 出发，介绍求解 

Riccafi~分方程、计算晟优 H 范数、并进行系统仿 

真的精细积分方法． 

2 区段混合能及区段合并(Interval mixed en— 

ergy andin~rval combination) 

2．1 区段混合能(Interval mixed 口gy) 

根据变分原理(1．8)的形式，可以对图1中医段 

(f ， )定义下列形式的区段混合能[ ] 

( ， 6)= 一1‘[ 一日( ，̂)]d r 

(2．1) 

其中0≤ ta≤ ≤ T， ， 满足微分方程(1．5a) 

(1．5b)，若给定两端条件 (f )= 。， (“)= ，即 

可确定区段内的 ， ．由混合能的定义可知，V( ， 

6̂)可以表达成 与 的二次式 

( ，扎)= 弘k + 1 如。一 1̂T5积5． 

(2．2) 

其中E，G，F为 x n阶的区段混合能矩阵，而且E 

： E，GT= G
，这三个只和系统矩阵有关的矩阵决 

定了此二次式．事实上，对定常系统，令 r= 一 ， 

矩阵E，G，F与系统矩阵A，B ，B2，C和D之问的关 

系可以用下面的微分方程表达c ． 

dE
= c C+A +EA—E(B2 一-f-2BlBDE= n

r 一 一 

F cTCF， (2．3a) 

= F(B2 BlBT)F = 

(日2日j— 一 BlBI)+Ac+GA 一GcTcG， 

(2．3b) 

d

d

F

r

= F(A一(日2日j—y～B1日 )E)= 

(A—C．CtC)F (2．3c) 

当 “一 时 

E一 0，G一 0，F一 ，， (2．4) 

这是微分方程(2．3a)，(2．3b)，(2．3c)的初值条件， 

其中 J是单位矩阵． 

t 0 

厂 因  
卜  B⋯G ， 一 J 

圈 I 区段合并 
Fig 1 Interval combination 

2．2 区段合并及本征值计数(Interval combination 

and eigenvaltm count) 

区段混合能矩阵E，G，F的微分方程(2．3a)， 
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(2．3b)，(2．3c)的数值求解用常规差分方法一般比 

较困难，因为方程中有参数 yI2的影响，还需判断正 

定解的存在性．但是，根据结构力学与最优控制的模 

拟理论，相邻区段合并后的新区段混合能矩阵可以 

通过区段合并消元得到，递推进行．可以得到整个区 

间内不同长度区段 的混合能矩阵．这些矩阵就是微 

分方程在相应时刻的数值解 J． 

图1所示相邻的两个区段 (f ， )及( ，￡ )可 

以通过对 粕， 5的消元合并成区段(￡ ，￡ )，其相应 

的混合能矩阵 E ，G ， 可以由原来两个区段的混 

合能矩阵按下述区段合并消元公式表示 

E =EI+ (Ei +G1)一。F1， (2．5a) 

G =G2+F2(G +E2) ， (2．5b) 

=  (，+C1E2)_。F1． (2．5c) 

与LQ控制问题不同，H 控制问题需要首先确 

定最优 H 范数 y 所以一个区段除了用矩阵 E， 

G。F来表示其两端特性外，还应当用本征值表达其 

内部特性．区段的 Rayleigh商本征值按(I．10)式定 

义，所不同的是那里的区段是整个区间．根据区段合 

并的特点，应当用区段的本征值计数来表达这一特 

性．这样就可以根据扩展的 、 w 算法确定区段合 

并后的本征值计数，进而得到整个区间的本征值计 

数．而这个计数正好可以用来结合二分法计算最小 

本征值．所谓本征值计数是指：对于给定值 yI2，区 

段在其两端分别给定 ‰ =0，k =0的条件下，区段 

内部本征值小于 y 的数目，用 (yI2)来表示这 
一 计数．因为 是 ￡ ，“ 的函数，所以应写成 

(yI2， ， )．为简单起见，区段I小于yI2的本征 

值个数仅用 (yI2)来表示，其余J舟c，Jm的意义 

类同．区段合并后的本征值计数为_7 

J舟c(yI2)= ．(yI2)+Jm(yI2)一 

s{E，}+ { +G】}． (2．6) 

式中的s{M}表示将矩阵 三角分解为M =LDLv 

后，D阵对角线元素小于0的个数．当 “一 ￡ 时，对 

于给定的有限值yI2，显然有 (yI2)=0． 

3 Riccati方程的精细积分 (Precise in~gra- 

tionforRiccati equation) 

很明显，将方程(2．3a)时间逆向就是 Riccati方 

程(1．6)，唯一的差别是边界条件．求此方程数值解 

并计算 y 需通过区段合并公式(2．5)和本征值计 

数公式(2．6)来进行．首先选择一个参数yI2，并设 

定步长 及需进行计算的时间点 

T

’

k㈨3． 【“：砷
，

⋯

， ：  ：  ． 

求 Riccati方程在这些时间点的数值解，就是求长度 

分别为 ，27／，⋯，幻，⋯ 的区段的混合能矩阵．同时 

还要计算各区段的本征值计数，因为需要根据本征 

值计数来确定最优参数． 

虽然步长 一般比较小，但采用差分法逼近微 

分时，效果不算太好，因此按照精细积分法，需在步 

长 的基础上，进一步将 划分为 2 段，一般选用 

Ⅳ =20，则 2 =1048576，于是步长成为 

r=7／／2 一 ·10．̈． (3．2) 

此时对区段混合能矩阵作．B Ⅱ级数展开并保留到 r 

E(r) e1r+。2r +e3 + 4r ， (3．3a) 

G(r)≈glr+g2r +g3 +g4r ， (3．3b) 

r) 』+ r+ r + +，4r = 

』+ (r)． (3．3c) 

这些式子与微分方程(2．3)的初始条件(2．4)是相容 

的．将(3．3a)，(3．3b)，(3．3c)代人微分方程(2．3a)， 

(2．3b)，(2．3c)，对比各幂次有 

。1 C。C， 

e2=( eI+e~ )／2， 

e3=( eI+e + eL̂)／3， 

e4=( e1+e + e + el，2)／4， 

(3．4a) 

g1=B2Bj—y BI研， 

g2=(AgI+glAT)I2， 

g3=(船2+g2A 一gI elgI)／3， 

g4=(Ag3+g3A 一gl e1gI—gI elg2)／4， 

(3．4b) 

= A， 

Afl-

一

g,e

。

,

．

)

一

／2,

af2 g2 gt。 ) ， (3． ) 
= ( 一 eI— e )／3， 

，4=(af3一g3。I—g2 e 一gI e )／4． 

按(3．3a)，(3．3b)，(3．3c)计算时，因区段非常短，必 

然有该区段的本征值计数 JR=0，至此已经得到了 

区段长为 r的混合能表达式和本征值计数．可以用 

算法计算长为 的区段的混合能矩阵．为保持计 

算精度，这一阶段的区段合并公式要用下列形式 

： E+(』+ ) (EI1+G) ( + )， (3．5a) 

e ；G+( + )(G +E) ( + ) ， (3．5b) 

： (F 一GEl2)(，+血 ) +(，+ 
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cE) ( —C,E／2)+F (j+∞ )一 ． 

(3．5c) 

这是精细积分法中的关键步骤之一 

计算出 E( )，G(7)，F( )后，就可递推计算 

长度为27，37，⋯，切 区段的混合能矩阵．设已计算 

了 蛔 长的区段 ，以它为区段 2，而 长的区段为区 

段 1，由(2．5a)，(2．5b)，(2．5c)就可以算出 (k+1) 

长区段的混合能矩阵E，G，F直至 砷 ．但此时的 E 

阵并不满足(1．6)的边界条件．为此在 l，处设想有一 

集中区段，该区段的混合能矩阵为E2= ，F2：，， 

= 0，以前面计算的任一区段作为区段 1与之进 

行合并消元．计算 砌处 Ricc~i方程(1．6)的解时，取 

区段 1的长度为 ( ，一k) ，按公式 

s： +F (s +G)一 F= 

E+F (j+srG)一 srF， (3．6) 

= (，+ r)～F， (3．7) 

GD=(G +s，)_。， (3．8) 

进行合并，即可得到 处 Riccad方程(1．6)的解以 

及另外两个微分方程(2 3b)，(2．3c)在初始条件变 

化后的解．而本征值计数也要按下面的公式再执行 

一 遍 

JRs= 一5f s，f+s{si +G}． (3 9) 

令 =一 d
． 对(3．6)两边求导，并利用恒等式 

( )=一X 栅 一， (3．1o) 

及 E，G，F所满 足 的微 分方 程 (2．3a)，(2．3b)， 

(2．3c)按[8]中的方法可以证明 

譬：一̂ s—SA—c c+S(B2 j～7-2B】 T)S． 

(3．11) 

这就是(1．6)；注意到当 = 时，E：G=0，F= 

，，故由(3．6)知末端条件 s(T)=s，也满足．所以按 

(3．6)计算的 s(z)就是 Riccati方程的解 ． 

这样就可按照下面的顺序求解 Ricc~i方程 

(1．6)：首先按初始条件(2．4)求解(2．3a)，(2 3b)， 

(2．3c)，然后用(3．6)计算终端条件为 s，时的解．因 

为末端条件 s 最后才计算，当需要修改 s，进行重新 

计算时，前半部分不用重算，可以减少许多计算工作 

量． 

控制系统设计时，要求 Ricc~i方程的解矩阵正 

定．对于所考虑的时间区间，要求在最后执行完区段 

合并本征值计数后 Jm =0．这表示所给定的 y 是 

次优参数，可以增大．如果此时 J >0，则表示 y 

应当减小．通过多次对分法迭代，可以得到满足精度 

要求的临界参数 y 

4 闭环系统响应的精细积分(Precise integra- 

don for~sponse of closed loop system) 

由Ric~afi方程的解按(1．7)式构成闭环系统，求 

解这一变系数微分方程组，可以得到闭环系统的初 

值响应 ．一般的变系数微分方程组无法用精细积分 

法计算数值解，但由于方程(1．7)的特殊性，可以求 

其精细积分解． 

考察式(3．7)中 所满足的微分方程．令 = 

， 并利用恒等式(3．10)，可以证明 

=  s]． 

(4．i) 

进而导出 

( )=[A一( 2 一y～B1BT)S]F； ． 

(4．2) 

这个微分方程是矩阵形式的(1．7)式．若引入向量 

∈0= (0) 0， (4．3) 

则 

( )=F (t)岛． (4 4) 

这样， (t)就不需要再由方程(1．7)进行积分，只需 

由矩阵计算便可完成． ( )是状态转移矩阵，是由 

精细积分计算的，前面已经给出其计算公式，所以按 

(4．4)计算的 (t)是精细积分解． 

S 数值算例(Numerical example) 

当y 趋近于yI2时，Riccat~方程的解矩阵趋 

于奇异对称阵，实际上无法根据这种数值上无限增 

长的病态阵来导出增益阵及控制律．因此应用中需 

取小于 y 的参数值，然后求解 Ricc~i方程，构造反 

馈控制律．因此，本文的算例在计算出临界参数后， 

取略小于 y 的值进行闭环系统初值计算，并比较 

了不同参数值时系统的响应． 

系统参数为 

f 0．0 1．O1 

A 【39
．4 3．8J， 

Bt ： 【 

C：[ ：： ： ，s，=【 品_00]． 【o．o 1．oJ， l o．o lo．oJ‘ 
有 限时 间区段长 T ： 3，计 算结果 为 y ： 
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0．12349039．设系统初值干扰为 0=(1 5，1) ，仿真 

计算中当 ～ =0．95×7 时的系统状态及 Riccati 

方程解的对角线元素分别在图 1和图 2中用虚线表 

图 2 系统响应的时间历程 
Fig 2 Response of System 

， 

4 矩阵C阵变化后系统的响应 

Fig 4 Response of system after the 

change ofmatrix C 

c矩阵为指标加权阵，如果将 c中的元素 

C(2，2)改为7．0，其它参数不变，计算结果为 y = 

0．068133,7,71，与图2和图3类似 ，7～=0．95 x y 时 

的系统状态及 Riccad方程解的对角线元素分别在 

图4和图5中用虚线表示 ，而 7～=0．90× 时系 

统状态及 Riccad方程的解在图4和图5中分别用实 

线表示 加权阵的变化当然对闭环系统的最优 H 

范数和Riccati方程的解有影响，而对系统动态响应 

的影响可以通过对比囤2和图4得到． 

如果取 y～ =0，则成为一个 LQ控制问题， 

Ricoati方程解矩阵中的各元素相应变小，此时系统 

在控制作用下的初值响应幅值也远小于图中给出的 

响应曲线． 

6 结束语(Conclusions) 

结构力学与最优控制的模拟理论为H 优化设 

计问题的求解提供了一个新的途径．文[7 J和[9]分 

别指出了H 状态反馈系统及 H 滤波器的最优 H 

范数与 Rayleigh商本征值之问的关系及计算方法， 

并同时给出了精细积分法求解 Riccati方程的步骤 

本文将这一方法应用于系统的设计及仿真问题，介 

绍了有限时间H 状态反馈控制系统设计与初值晌 

示 ，而 ～=o．90× 时系统状态及 Ricca~方程的 

解在图2和图3中分别用实线表示．从图中可以发现 

系统H 范数的变化对系统动态响应特性的影响． 

图3 Rjccati『微分方程解 
Fig 3 Solution of Riecati differential equation 

图 5 加权阵变化后Riecati方程的解 

Fig．5 So]ution ofRiccati differentia[equation a r 

the change ofmatrix C 

应的仿真结果．在文[8]中已经介绍了有限时问LQ 

控制系统设计与初值响应计算的精细积分法．本文 

的结果进一步表明，对于有限时闯 H 状态反馈控 

制系统，虽然其闭环系统状态方程中含有时变系数， 

闭环系统初值响应仍然可以由精细积分法来计算． 

【lj o御 M andum妇 D J N Linear Robust ControllM J New 

Jea~ey：Pl,ellliee-Ital1．1995 

[2] D。y JC．Gtove~K，~ elatrPP，c【 A slate-spa~sointio~ 

l。蛐 捌 飓 andH 耐 口 麟  1EEl3Ta-~,s AuⅡ删  

Celia"，l哪 ．34(8)：831—847 

[3]：,fieX S andzb0 Y S 1 y ofH “Ⅱ01[M]．B嘶Illg：P瞄s 

ofT由山 Umvemty．1994【in amuse) 

[4] nTL y ofH cbn州 and／ts船  [M] _噼： 

Tsinghua u v自随竹Pr ，l996(m 0Iill∞0) 

[5] z H嘻W X．0 y习gH J龇dDd嘻Z C．0耵 t姐0n h 

M and唧 con蹦 [M]瑾岫 ： 岫 嘣ve 0f 

n 咖 P ，1993(inadI ) 

[6] gWX州 gXx． 删 删 即 。f 啪 d 

mixed mam0es ofLQ c0mmI and ∞ 【J J ĉm 
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岫智瞳妇 【JJ·c 皿cse Joumalofc0唧lT【a岫 IMcclmnks，1999， I I2是y_2的上界(I】pp朗b∞nd)，重新计算前应 
15(i)：3一10(in0 ∽) 减小} 

f8] wx． 岫 ofLQ nDI ％ [J]_ else 

． ．

A血Au啪 ∞&陆∞- 0D。t27( )： 66一 73(。n0 嘴。) I 是次优参数及 的下界(10weEb∞Ild)} 

[ ] w 碰  岫 蛐  蜘 虹  ))
E 

。岫 [ of M蛐 {加吴y 重新计算1注：E是预先选定的小正 iⅡ日晒
r ．1999．46(7)：1017—1030 ” 一  一 ⋯ 一 。 

fIO] zho wx，wl曲舢sFw柚dB删．瞰PN hl肌 加~ftheWi【． 实数 

乜i出 曲船 alg0ri血n to rri倒 v础 k B[J] 胁 ． 。lse 

As ．J．vib A。 ，1997．119(7)：334—340 Ibreak1； 

附录 A(Aepe~nxA) 

A1 区段 矸的混音艟计算(Q唧位山nofmixm：~∞既 of-n． 

) 

Step 0 选定 7 ； 

s卸 I 由(3．3a)，(3．3b)．(3 3c)计算 E(r)，c(r)． 

P(r)并存贮于 ， ， ，且 J肚：0； 

Step2 妇 ( ：0； <Ⅳ； ++){ 

{ ： ： ；c】： ： ； ： ： } 

{三角分解 E2及 ； +Gl，按(2．6)计算 J肚} 

注：若 J越 >0．应减小 y 并重新由s呻 i开始 

f由(3． )．(3，sb)，(3．5c)计算置， ． I 

Step 3 ： J+ ． 

A2 临界参数计算( qmB妇 ofcritical v~ue) 

s呻 0 选定 7 ； 

step I {El：丘；cj： ；FI= ； 1：0； ：母 

=01 F2：j；J =0}； 

s姊 2 for( ：母一l；k≥0； 一一){ 

{由(2．5a)．(2．5b)，(2．5c)及(2 6)计算 丘， 

F 郭 j ＼ 

l ：丘； ： ； ： ；．k ：J肚1注：El 

C|，Fj．JRl不变 

i“J肿>0)l跳出循环从较小的 重新开始l 

}； 

Step3 if(．k >0) 

注：当计算结果满足预定 的要求时，停止选代．下界 

(】01| b0uⅡd)作为 7 ； 

A3 闭环 系统方程及 PAccafi方程的积分 (Integration of 

dosed-loop sys~m equation and Ri0c cqua~on) 

Step0 选择 y <7 ； 

Step 1 1计算 E( )，c( )，F( )iEl： ： ( )，cj 

：  ： c( )，Fj： =F( )f； 

s呻 2 斯 {k： 一1； ≥0； 一一)1 

1存储 丘， ， 在第 站} 

l ：丘； ： ；F2： 1注：蜀，cj．Fl不变 

{按照(2．5a)，(2．5b)，(2．5c)，计算新的 ， ， 

} 

{读人边界条件 B ：母， ：0，F】：J 

step3 妇 ( ：0； <坼 ¨ )1 

{读A存结的E， ，F} 

(按照(3．6)．(3．7)计算 S， } 

{由(4．4)计算系统初值响应} 
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