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摘要 ：首先研究一般非线性 系统的 Hamilton实现问题 ，给出了两个实现的充分条件 ；然后应用所得到的结果研 

究广义受控耗散 Hamilton系统的基于能量的准 Lyapunov函数构造问题 ，给出若干能通过改造 Hamilton函数得 到准 

Lyapunov函数的充分条件 ． 
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Generalized Hamiltonian re ization and its application in 

construction of energy-based Lyapunov candidates 
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Abstract：This paper deals withthe problem of generalized Hamiltonian realization of nonlinear systems and proposes sev— 

eral sufficient conditions for the realization．As an appfication，this paper studies how tO modify total energy functions(Hamilto— 

nian functions)of forced Hamiltonian systems tO generate the systems’Lyapunov candidates． 
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1 引言(Introduction) 

广义 Hamilton控制系统的一般形式为【 ， j： 

f ： ( ) +g( )u， 毳
． 

·  

其中，u∈蕊 ， ∈ M，M 是一个 n维伪 Poision流 

形【 ， ( )是相应伪 Poission括号的结构矩阵；在 

[1]的意义下 ，T(z)已扩展为任 意矩阵 ；H( )是 

Hamilton函数 ．广义 Hamilton系统结构清晰、物理意 

义明确 ，Hamilton函数 日( )是系统的广义能量．在 

一 定条 件 下，H( )构成 系统 的基 于 能量 的 Lya． 

punov函数 ，这在系统 的稳定性分析或镇定控制中 

起重 要作 用[ · j．能否 把这 种基 于 能量 的 Lya． 

punov函数的思想应用到一般非线性控制中?这就 

产生了所谓的 Hamilton实现问题 ，即如何把一个给 

定的系统化为 Hamilton系统 ．关于 Hamilton实现 ，目 

前虽有一些成果【 ]，但还没有系统的、易于操作的 

实现 方法 ． 

当 T( )中不含非耗散部分时 ，式(1．1)变成 ： 

f =(I，( )一尺( )) +g( ) ， 、 I
⋯  ． 

· 2 

其中，j(x)反对称，R( )≥0对应系统的耗散项 ． 

称式(1．2)为广义受控耗散 Hamilton系统 ．当 u：0 

时 ，由式(1．2)得 

dH
： 一 ( ) 尺 ≤o． (，．3) 一一＼a ／“a ’ 、 ’ 

这表明，系统的总能量 H( )是 u：0时的准 Lya． 

punov函数 ．进一步，若 ( )在平衡点取得极小值， 

则 H(x)构成一个真正的 Lyapunov函数[4,5]．然而， 

在许多其它情况下[ ]，u≠0，(1．3)不再成立 ，即 

Hamilton函数 H( )不再是系统 (1．2)的准 Lyapunov 

函数．文[4，5]对 u：常数 瓦≠0的情况进行了研 

究 ，提 出 了一种 嵌入 法 (embedding)，通 过把 系统 

(1．2)嵌入到一种扩张 Hamilton系统 中得到式(1．2) 

的准 Lyapunov函数 ．随后 ，文[3]把该方法成功地应 

* 基金项 目：国家 自然科学基金(G59837270，C-69774008)和 973项目(G1998020308)资助项 目 

收稿 日期 ：2OO0—08—0I；收修改稿 日期：2001—05—09． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


512 控 制 理 论 与 应 用 19卷 

用到电力系统励磁控制中．关于上述问题的研究，目 

前还仅限于 u=常数 ≠0的情况 ．然而更一般的 

情况应是 u=u( )≠0，即控制取为状态反馈的情 

况．在这种情况下如何构造系统(I．2)I ： ( )的基 

于能量的准 Lyapunov函数? 

本文首先研究广义 Hamilton实现方法 ，给出实 

现的几个充分条件，然后作为应用，在 u= u( )≠ 

0下 ，讨论式(1．2)的基于能量 的准 Lyapunov函数构 

造问题 ，给出几个能通过改造 Hamilton函数得到准 

Lyapunov函数的充分条件． 

2 广义 Hamilton实现(Generalized Hamilto— 

nian realization) 

考虑非线性系统 

= 厂( )， ∈蕊 ． (2．1) 

定义 1 称系统(2．1)有一个 Hamilton实现，如 

果存在一个适当的坐标卡及一个 Hamilton函数，使 

得式(2．1)能表示为一个广义 Hamilton系统 

= T( )v ． (2．2) 

其中，T( )是 ft．×凡矩阵 ，称为结构矩阵． 

记 

㈢ ，cti：蠹 l’2，⋯ 
(2．3) 

构造如下方程 ： 

A2 一 A1 

A3 

A 

A3 

A 

0,2 一 口1 

Ct3 

口 n 

0,3 

口n 

— A1 

— — A1 

一 A， 

一 A， 

A 一 A 
一 1． 

一 口 1 

一 口1 

— 8 0 

— — a 9 

0n — an一1 

1( ) 

X2( ) 

矗 x) 

In 

1 

墨 

= 0 

(2．5) 

其中，Xi( )(i= 1，2，⋯，／7,)是 ／7,维向量场， 是 

Kronecker积，，n为单 位 阵．Af是行 向量，口 在 式 

(2．5)中以标量看待 ，并规定 

口f )= ， _1，2，⋯ 

h( )是一种标量函数． 

定理 1 若联立方程组 (2．4)和(2．5)具有解 

( ( )，⋯， ( ))T且 X1( )，X2 x)，⋯，墨 ( )独 

立，则存在 Hamilton函数 n(x)使系统(2．1)表示为 

= T( )v H． (2．6) 

其中，r(x)=(X1( )，⋯，矗 ( ))-T． 

证 记 

( 1 x)，⋯ ，墨 ( )) x)垒 (h1( )，⋯，̂ ( ))T． 

则hi x)=xT(x)f(x)，i=1，2，⋯， ．因此 
ahi

=  

axT

( )+球 )差 _1，2，⋯ 
(2．7) 

因为 (XT(x)，⋯， ( ))T满足式(2．4)，不难得知 

AiXj( )=Ayi( )，i， =1，2，⋯， ．再由式(2．3) 

知道 

㈢T )：㈢T矾 l，2，⋯ 
(2．8) 

又 (XT(x)，⋯，碟( ))T 满 足 式 (2．5)， 则 

(aiIn) ( )=(aj，n)Xi( )，这等价于 

：  _1，2，⋯ (2．9) a 一 a ， ’ ’J 一 ’。 ’ ’⋯  、。 ’ 

由式(2．7)一式(2．9)，不难得知 

：  

3hi
， i,j- 1，2，⋯ (2．1O) a —a f’ 一 ’- ’ ’¨ ’ 、- ’ 

由 Poincare引理知，存在函数 H( )使得 

OH
= (̂ 1( )，⋯，̂ ( ))T= 

(X1 x)，⋯ ，瓦 ( )) x)． (2．11) 

又 因 为 X1( )，X2( )，⋯，以( ) 独 立 ， 所 以 

(X1( )，⋯ ， ( ))T可逆 ．再 由式 (2．11)知定理成 

立 ． 证毕 ． 

注 定理 1的 Hanfflton函数 H(x)可由下式求得 

n(x)=I：。)hi x1， 2，⋯，Xn)dxl+ 

f ；。，̂ ( f。)， ，⋯， )d +⋯+ 
’  

2 

 ̂( (0)'⋯， 1， )d 
n 

f2．12) 
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其中，h】==xTf(x)，i=1，2，⋯，凡，( (o)'⋯， )T 

∈ 是系统定义域 内的任一点． 

推论 1 若 方 程 (2．4)具 有 常值 解 {X 一， 

}，X ∈ 且 X 一， 线性无关 ，则系统(2．1)有 

一 个常值 Hamilton实现 

= M 7 H． (2．13) 

其中，M ：(X1，⋯，Xn)～． 

证 因为{X 一， }是满足式(2．4)的常值 

解，所以{X 一， }显然也满足式(2．5)，又 ’‘， 

线性无关，由定理 1知，推论 1成立 ． 证毕 ． 

定理 2 若系统 (2．1)的 Jaccobi矩 阵 ． 可逆 ， 

则系统(2．1)可 Hamilton实现为 

戈= ( )7日． 

其中 

㈩= ～ 吉耋 
(2．14) 

证 取 )： af
= ( Oxi， Oxii i，⋯， i 口 、 u ， 

= 1，⋯，凡．不难验证 {X1( )，⋯，Xn( )}满足方程 

(2．4)和(2．5)又㈢ =( ⋯ T可 
逆，由定理 1知，系统(2．1)可表示为 

= ㈢～V ． (2．15) 
下面求 H( )．由式(2．15)知： 

v ： f 1 )： 
、d ／ 

磋 
； 

 ̂ +．． afn 

由此可取／／(x)={( +⋯+ )． 证毕． 

注 1)由式(2．14)给出的 H( )，除在平衡点 

等于零外其他点都大于零．因此 当平衡点为孤立点 

时，日( )是平衡点附近的正定函数． 

2)f． af)～构成一结构矩阵．事实上，设)，： 
( )是任一坐标变换，则 

：  ：  ( 厂v = 

( ) ( )Tv ， 

即 ～符合结构矩阵的变换规，律[1] 

下面对定理 2中的实现作进一步分析 ，首先给 

出下 面的引理 ． 

引理 1[ ] 设 J( )是 凡×凡反对称矩阵，R( ) 

是 凡×／7,的(半)正定对称矩阵．若 J( )一R( )可 

逆 ，则(-，( )一R( ))-1也可表示为反对称与(半) 

正定对称矩阵之差，即 

(J( )一R( ))-1=J1( )一R1( )． 

(2．16) 

其中，J1( )反对称，R1( )(半 )正定对称． 

注 引理 1中，若 R( )是正定对称矩 阵，则 

J(x)一R( )可逆．事实上 ，若 J( )一R( )不可 

逆 ，则必存在 a≠0使得(J( )一R( ))a=0．由此 

可知 ：0：口T(-，( )一R( ))a：一aTR( )口，这与 

R( )正定相矛盾，所以，J( )一R( )可逆． 

定理3 考虑系统(2．1)．若( )T+ af负定，则 
1)系统(2．1)可耗散实现为 

= (J( )一R( ))7 H． (2．17) 

其 中，J( )是反对称 阵，R( )是正定对称 矩阵， 

t／( )： 1∑ ． 

2)Hamilton函数日( )： 1∑ 是系统(2．1) 

的一个真正的Lyapunov函数．当 ／／(x)是正则时，系 

统(2．1)是全局渐近稳定的． 

证 首先 证 明． 非 奇 异，事 实 上，． ： 证 首先 证 明。 非 奇 异，事 实 上，‘ = 

[ 一( 门+吉[T x+( 门，前半部分反 
对称 ，后半部分负定 ，由引理 1的注知，_aj,可逆

． 

1)因为． 可逆 ，由定理 2知 ： 

： ㈢～v ， 
其中 = ．又因为 

( )T：吉[( )T一( )]+ 

+ 】' 
前半部分是反对称 ，后半部分 负定 ，由引理 1知 ， 

∑ 

J 一2 
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( )～可表示为反对称矩阵与正定对称矩阵之差， 
所以式(2．17)成立 ． 

2)因为 

[-1：( 3H)T dH(J( )一尺( ))7 H： ＼d ， 
一 dHR( )7 H <0， 

且 H(z)是正定的，所以 H( )是系统(2．1)的一个 

Lyapunov函数，且此 时系统 (2．1)是渐 近稳定 ．若 

H( )再是正则的，则式(2．1)是全局渐近稳定的． 

证 毕 ． 

3 基于 能量 的 准 Lyapunov函数 的构 造 

(Construction of energy—based Lyapunov 

candidates) 

本节研究 “=“( )≠0时闭环系统(1．2)的基 

7：tt量的准 Lyapunov函数构造问题 ．所采用的方法 

是通过改造系统的总能量来得到准 Lyapunov函数． 

以下假定结构矩阵 ，( )一R( )可逆 ． 

考虑闭环系统 

=
(_，( )一尺( )) 3H +g( )u( )

， 

(3．1) 

若存在函数 H1( )使得 

)：( )一 )) 

(3．2) 

成立，则式(3．1)成为 

： (_，( )一尺( )) ． (3．3) 

其中， ( )=H( )+H1( )．式(3．3)是一个广 

义耗散 Hamilton系统 ，Hu( )正是所要求的基于能 

量的准 Lyapunov函数 ．现在 的问题是 ：H1( )何时 

存在?存在时又如何求得? 

定理 4 考虑系统(3．1)．若 

( )T：(_，( )一尺( ))一 ， 
(3．4) 

则存在函数 H1( )使得系统(3．1)变成式(3．3)． 

证 由条件(3．4)知 量 可逆
． 由定 

理 2知 ： 

g( )u( )：( )一Tv日 ： 
(J( )一R( ))7 H1． (3．5) 

其中，H1： 1∑(gu) ，(gu) 表示g( )u( )的第 

i个分量 ，i=1，2，⋯， ．把式(3．5)代入式(3．1)知 ， 

定理 4成立 ． 证毕 ． 

注 当条件(3．4)成立时 ，所求的系统(3．1)的 

基于能量的准 Lyapunov函数是 

月 ( )：H( )+日1( )= 

日( )+ 1∑( )；． (3．6) 
l= 1 

下面给出另一个存在的条件 ．构造矩阵 

(z)= 

／2,1( ) 

0 

0 

0 

／2,2(z) 

0 

0 

0 

“m( ) 

(3．7) 

其中，／2, ( )是 ／2,( )的第 i个分量 (i： 1，2，⋯， 

，n)．记 一(J(x)一尺( ))一 g( )u(x)垒 K(x)． 

定理 5 若存在光滑函数 ( )： 一 皿( = 

l，2，⋯，m)使得 

驰 )： l’2，⋯川 '2，⋯ 

(3．8) 

则存在 Hamilton函数 H ( )使得系统(3．1)变为 

： (_，( )一尺( )) ． 

证 令 ( )= g( )U( )，瓦 = (1，1，⋯， 

1)j’ ，则系统(3．1)可表示为： 

=
(，( )一R( )) 3H + ( )面

． (3．9) 

由 ( )的定义得 ： 

K( )=一(J( )一R( ))一 ( )． 

对系统(3．9)而言，定理 5的条件显然满足文[4，5] 

中 u=常数 瓦≠0时扩张系统 Hamilton函数存在所 

需的所有条件．由文[4，5]知定理 5成立；且 ( ) 

由下式求得： 

月 ( )=月 ( ，C( )+c)= 

日(z)一∑( ( )+c (3．10) 

其中，c 是任意常数 ． 证毕． 

下面考虑 一 种特 殊 情 况：结 构 矩 阵 J(x)一 

尺( )为常值可逆矩阵的情形 ．记 

Ⅳ ～ 垒( )T， 
(3．11) 

其中 i=1，2，⋯，n，并用 f构造方程(2．4)，有如下 

结论： 

定理 6 若 Ⅳ的 个行向量 口1，口2，⋯，口 组成 
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的 n 维列向量 =(d1，d2，⋯，d )T，是方程(2．4)的 

一 个解，则系统(3．1)可表示为 ：(．，一R) ，其 

中 ( )=／／(x)+ ( )， 

( ) ：I ：。 。( 。， ：，⋯， )d 。+ 
l 

I ；。)h2( f。 ， 2，⋯， )d 2+⋯+ 
2 

I ) ( (o)'⋯， 1，‰)d (3．12) 
n  

h( )=(h1( )，h2( )，⋯，h ( ))T垒 

坛 ( ) ( )． (3．13) 

证 由推论 1知， 

g( )M( )=M 7 H． (3．14) 

其中 ：( 1， 2，⋯，Xn)～=(d1’，⋯，d )～ =J 
— R，这里， 可 由(2．12)给出，也就是由式(3．12)给 

出．把式(3．14)代入式(3．1)知 ，定理 6成立 ． 

4 实例(An example) 

考虑三阶广义 Hamilton系统 

㈢ 2、 l 2 f M△ ；／ 
(．，一R) 3H +gM

． (4．1) 

其 中 

日( )： 1 }+ 1 22一 1 3—9C2 9C3 

并取 =(一 1，1)T，不难验证 ，J—R是可逆的．记 

N ： (J—R)～．直接计算知： 

( 3 

( ， 

( 卜(0,0,2x3 ． 
N的三个行向量分别是 ：a1=(1，一1，0)，a2=(1， 

O，0)，a3= (O，0，1)．容易验证 

= (a1，a2，a3)T： (1，一1，0，1，O，0，0，0，1) 

是下列方程的解 ： 

f-1 1 0 0～3 }0 0 0 0] 
1 0 0 2x3 0 0 0 0 —3x}0 I =0． 
L0 0 0 0 0 2x 一 1 — 1 OJ 

(4．2) 

由定理 6知 ，系 f统 (4．1)可耗 散 实 现 为 ： (，一 

R) ，其 中 
d 

= H( )+ ( )= 

( }+ 1 ；一 。 一 ： )+(一 1 {+ 1 ；+ 1 j)= 

一 { {+ }+ ；+ 1 3 一 。 一9C29C3~(4．3) 
这里， ( )按公式 (3．12)确 定． ( )构成系统 

(4．1)的一个准 Lyapunov函数 ． 

5 结束语(Conclusion) 

本文首先研究了一般非线性系统的 Hamilton实 

现问题 ，给出了几个实现的充分条件 ；然后又用所得 

的结果研究了广义受控 Hamilton系统的准 Lyapunov 

函数构造问题，给出了几种能通过改造 Hamilton函 

数得到准 Lyapunov函数 的充分条件 ，并且 当条件满 

足时给出了基于能量 的准 Lyapunov函数的具体表 

达形式 ．这样构造的准 Lyapunov函数物理意义 明 

确，在系统的镇定及相关控制问题中起重要作用 ． 
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