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摘要 ：研究一类受控闭排队网络系统的性能优化问题 ．文章引进 了两个基本概念 ：折扣代价 a一性能势和平均 

代价性能势 ，并且讨论 了这两个性能势之间的一个关系式 ．在一般的假设 条件下 ，我们应用性能势 的基本性质直接 

建立了无限时间水平平均代价模型的最优性方程 ，并且证 明了在紧致集上最优解的存在性 ．最后给 出了一个策略 

优化的迭代算法并通过一个实际算例以说 明该算法的效果 ． 

关键词 ：闭排队网络系统 ；性能势 ；最优性方程 ；最优解的存在性 

中图分类号 ：0226 文献标识码 ：A 

Optim ality equations based performance potentials for a class of 

controlled closed queueing networks 

ZHOU Ya-ping ，XI Hong-sheng2
，
YIN Bao-qu ，SUN De-miD2 

(1．Department of Management Science，China Umve~ity of Science and Technology，Hefei 23tXP_6，Chilla； 

2．Department of Automation．China Umve~ity of Science and Technology，Heifei 23tXP_6，China) 

Abstract：This paper deals with the pe rformance optimization problem of a class of controlled closed queueing network 

systems(CQNS)．We introduce two fundamental concepm：the discounted cost a—performance potentials and average cost per- 

formance po tentials，and consider a fundamental mlafion between the two po tentials．Under a general assumption，we estabfish 

directly the op~ ality equation forinfinite time horizon average cost model and prove the existence of optimal solution in a coin- 

pact action set by using properties ofthe pe rformance po tentials，suggest an po ficy—optimality algorithm and give anumerical ex— 

ample to illustrate the appfication of the propo sed algorithm． 
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1 引言(Introduction) 

闭排队网络系统 (CQNS)是随机离散事件动态 

系统(DEDS)的主要数学模型之一 ．它被广泛地用于 

模拟计算机和通讯网络、柔性制造和公共服务等实 

际系统．所以 CQNS的性能分析和优化问题一直受 

到控制界的广泛关注．鉴于 CQNS通常能被描述成 

一 类具有有限状态空间的不可约、正常返的连续时 

间 Markov向量过程 ，这样一类过程的性能优化问题 

通常被归结为 Markov决策过程，此优化方法在理论 

上具有较强的约束条件 ，有些假设条件对于多数实 

际系统是难以满足或验证的【1,2J．最近文献[3，4]提 

出了 一 种 新 的 概 念 ：Markov性 能 势，并 揭 示 了 

Markov势论 ，摄动分析和 Markov决策过程三者之 

间的紧密联系，文献[5，6]将文献[3]的结果推广到 

了排队网络系统，建立了排队网络性能势理论 ．本文 

主要研究一类在平稳控制策略驱动下的受控闭排队 

网络系统的性能优化问题 ．我们引进 了无 限水平折 

扣代价 a．性能势和平均代价性能势的概念 ，在一个 

相对较弱的假设条件下直接导 出了基于性能势的最 

优性方程及其在紧致行动集上的最优解的存在性定 

理，并给出了策略优化迭代算法，通过一个实际算例 

以说明该算法的应用． 

2 问题的描述(Problem description) 

我们考虑一个具有 个单类服务节点和 Ⅳ个 

顾客的闭排队网络系统(CQNS)．假设每个服务节点 

拥有无限容量的缓冲器并且服从先到先服务规则 ， 

顾客对每个服务节点的服务要求服从均值为 1的指 

数分布 ．顾客从服务者 i转移到服务者 的概率记为 

q 则路径概率矩阵记为Q=[qi,j]M M，它是一个 

不可分 随 机矩 阵．这 样 一 个 CQNS的状 态 过 程 

N(￡)，￡≥0是一个不可约、正常返的 Markov向量 

过程 ． 

* 基金项 目：国家 自然科学基金(69974037)和国家高性能计算基金 (00212)资助项 目 
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己 

= {凡=(凡1，凡2，⋯，凡M)： 凡 =Ⅳ} 

为系统的状态空间 ，其中 r／, 表示第 i个服务节点处 

的顾客数 ，我们将 中的元素以字典序排列，为了 

表达简洁起见以有序 自然数列 r／,= 1，2，⋯， 来表 

示这些元素 ， 

=  )̈． 
设 A(r／,)为在状态 r／,所采用的行动集，它是一个紧 

致集，并记A ：UA(r／,)为行动空间．一平稳控制策 

略是一个确定性映射 ： 一 A，对任意状态 r／,，有 

(r／,)=( 1， ， 2， ，⋯， M， )= ∈A(凡)c A， 

其 中 是服务者i在状态凡的服务率(控制决策变 

量)．满足当 凡 =0时， ， =0；当 ≠0时， ， > 

0， =1，2，⋯， ，并记 是全体平稳控制策略集 ． 

设 (￡)= [P ． (￡， (凡))] 1． ：1是 CQNS 

的状态过程在给定的平稳控制策略 下的状态转移 

概率矩 阵．令 { } 0是系统状态转移时刻，记 

{置} 0是N(￡)，￡≥0的一嵌入Markov链，其中置 

： N( +0)，它的状态转移矩阵记 为(参看文献 

[7]) 

= [P ( (凡))] 1． ；1， 

与之对应的无穷小生成矩阵为 

A = [‰． ( (凡))] 1． ：1， 

其中 A = ( 一，)， =diag(~(1)， (2)，⋯， 

( ))， (凡)=∑ ，是 个服务节点在状态凡 

的总服务率．记 =(丌1，⋯，丌 )是稳态概率 ，e= 

(1，1，⋯，1) ，则有 

e=1，A e=0，rrVA =0． (2．1) 

假设 1 对任意的 凡，m ∈ ，Pn， (￡， )是定 

义在 A(凡)上的连续函数． 

假设 2 设 厂： ×A一 蕊是实映射 ，记 

f = (f(1， (1))，⋯，／(K， (K))) ， 

对每一 凡∈ ，f(凡， )是定义在 A(凡)上的有界连 

续函数． 

我们称 N =(N(￡)， ，A，P (￡)，厂 )为约束在 

上 的受控 CDNS过程 ．在这一过程中，系统的状 

态转移规律与控制决策所选用的方案相互作用决定 

了过程的发展，问题是如何选择控制决策方案，使系 

统运行 的全过 程在某 种准则 下达 到最 优 的运 行 

效果 ． 

3 性能势(Performance potentials) 

设 的无限时间水平总折扣代价期望值为 

(凡)= 

广∞  

E{In e (N(￡)， (Ⅳ(￡)))dt I N(0)=凡}_ 
r ∞  

B{In e (N(￡)， (Ⅳ(￡)))dt}， (3．1) 

其中 ∈ n ，凡∈ ，a>0是给定的折扣因子 ．它 

的向量形式 为 

= ( (1)， (2)，⋯， ( )) ． 

文献[8]给出了下面的定义 1及引理 1． 

定义 1 对于给定的 a>0，记 
r ∞ 

= I e-atp(￡)d￡， 
J 0 

称 为 CQNS的状态过程 N(￡)，￡≥ 0的 a一势 ，其 

中 P(￡)是 N(￡)的状态转移矩阵． 

引理 1 在定义 1下 ， 具有下述性质： 

1)(a，一A) = (a，一A)= ，，其中 A是 

N(￡)的无穷小生成矩阵； 

2) =(a，一A) ； 

3)a = ，+A ． 

我们将现代 Markov过程的 a一势论引入 ，给出 

下面 的定义 ． 

定义 2 对给定的 a>0和 ∈ n ，记 
r ∞ 

=  = I．e-atp~(￡)f dt， 
U 

称 为Ⅳ关于性能代价函数／ 在控制策略下的一 

个a一性能势． 

注意到 ， 是 维向量 ，它的第 凡个分量为 

(凡)：I e ∑pv (￡)／(m， (m))d u 
m = 1 

r ∞  

E {1 e (N(￡)， (Ⅳ(￡)))dt}，凡∈ ，(3、2) 

我们有， (凡)= (凡)，凡∈ ，a一性能势向量 

=
， 

． 

定义2表明，在控制策略 下 的。一性能势就是 

折扣代价准则 函数．由引理 1，并应 用类似于文献 

[1]和[2]的方法能直接得到下述结论． 

定理 1 对任意给定的 a>0，设 是定义在 

上的 维有界实向量函数集 ，存在唯一 的平稳最 

优控制策略 ∈ n 和 ∈ ，满足最优性方程 

0=ra i n{f 一(aI—A ) }． (3．3) 

等价地 ．设 

( (1)，v(2)，⋯ ， (K))= ∈ A， 
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( (1)， (2)，⋯， (K))= ∈A， 

并令 

=arg { 一(a，一 ) }， (3·4) 

则有 

0= 一(aI—A )g薯≤ 

一 (a，一AV) ， ∈ ． (3．5) 

的另一个重要 的准则是无限时间水平的平 

均代价期望值，它被定义为 
1 rr 

=  专E{j (Ⅳ(￡)， (Ⅳ(￡)))d￡}， ∈n · 
(3．6) 

由 Markov过程的遍历和稳定性知[8] 

： ∑zr~f(m， (m))：丌 ， ∈n ． 

(3．7) 

文献[5]和[6]给出了CQNS无穷小矩阵及其群 

逆 A*的性质 ，对于一个 也有类似的结论． 

引理 2 对任意的给定的 ∈n ， 的无穷小 

矩阵 A 和它的群逆A” ，具有下述性质： 

1)(一A +elf )是非奇异的； 

2)一A =(一A +eTt" )一 一e丌 ，且 A = 

A #A = ，一 e丌 
． 

证 1)对任意给定的 ∈n ，rankA =K一1， 

故存在一依赖 的非奇异的矩阵 ，使 

c ， 

其中 A1是非奇异矩阵，且它的特征值 (A1)<0． 

阢 ： limP (￡)：nm ”： 

lim (W V 一[ ：】 =c [三：】 ， 
故 一A +6"7g 非奇异． 

2)一(A ) =( )一 【一‘ 一 ：】 = 
(一A +eTg )一 一eTg ． 

易验证 ，A ” ： A A ： ，一6"7g ． 

考虑线性方程组 

(一A +eTg )g =f ， (3．8) 

其唯一解向量为 

g = (一A +eTg )一 f ， (3．9) 

用 丌 左乘(3．8)式两边得 

g =丌 = ． (3．1O) 

定义 3 对任意平稳策略 ∈ n ，称 g +ec为 

的一个性能势向量 ，c是任意给定的常数 ．它的第 

几个分量 (凡)+c为 在状态 凡的性能势． 

注意到当 c=0时 ，g 是一个性能势向量，当 c 

= 一  时，由引理 2和(3．9)式得 

g 一e 77￡，=一A f =g ． (3．11) 

在策略 下三 也是一个性能势向量，任意两个给定 

的性能势向量之间仅差一个常向量． 

记任意两个状态 凡，rrb的性能势之差为 ． = 

gV(，n)一g (凡)=g (rrb)一g (凡)．我f门有 

d 
． 一

卜lira t Em[j (Ⅳ(￡)， (Ⅳ(￡))) 一 

En eJ：f(N(￡)， (Ⅳ(￡)))d￡]}． 
上式左边相当于 a一性能势(3．3)式中，当a=1时两 

个分量 g1(m)和 g1(凡)之差．虽然 g1(m)和 g'i(凡) 

均是无限的，然而它们 的差收敛到一有 限值 ．这一 

结果在 CQNS的摄动分析理论 中具有十分重要的意 

义 [ ’ 
． 和gV的一个重要关系式被给出在下述定 

定理 2 设 g：是N 的折扣代价模型的一个 a一 

性能势，则 在a=0附近能被表示为 

= ( )e + + (a)． (3．12) 

其中 77￡，和 g 分别是平均代价模型的性能指标和性 

能势， (a)= 0(a)． 

证 记 l0= ，a>o，0< l0< 1，则 

(a，一 )～ = 
1

[，+ 
1 

]～ = 
一 D — D 

棚  + ～ 
． 

其中 

[ 一。+ = 

[ (A1)一l+ 一1]一l (A1)--， 

p -1( 一)=e p-~，／a( >o， 

当。适当小时， ／2(A'i)<l，由文献[9]及引理2知 
(cd—A )～ ： 

1
0 

Pelt．v一妻( ～u0]n+t W"= 
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妻( ， 
g = (aI—A ) f = 

e矿+g 一∑a (A ) “厂 ． 

由(3．13)式在 P：1附近是一致收敛的，等价地，上 

式第 3项在 a：0附近也是一致收敛的． 

令 F (a)：一∑an( ) ” 厂 ， 显然有 

limF (O／)=0． 

4 平均代价模型的最优性方程(Optimality 

equation of average cost mode1) 

本节我们将给出平均代价模型的最优性方程 ， 

为此 ，我们首先给出 

定理 3 ∈ 22 是使 (3．6)式达到最小的平 

稳最优控制策略的充分必要条件为对任意平稳控制 

策略 ∈ 力 ， 

厂 +A g ≤f +A ． (4．1) 

其中，≤表示左边向量中的每个分量都小于或等于 

右边向量中的每个对应分量 ． 

证 对任意 ∈ ，丌：>0，19,∈ ．将 丌 左乘 

在策略 下的(3．8)式，得 g” =丌 g + 

丌 ，又由 丌 =0，故 

叩 一rf=丌 [(尸 +A )一(厂 +A )]， 

(4．2) 

故当(4．1)式成立时，矿 ≤ 矿．反之，若 矿 ≤ 矿， 

而(4．1)式不成立 ，则必存在一策略 ∈ ，且至少 

有一个状态 19,0∈ ，使 

厂( o))+ n ( ( o))g (m)< 

厂( ， ( ))+∑ n ( ( )) (m)． 

我们定义一个策略 ，对 19,∈ 为 

=  ： 
则有 厂 +AV'g <厂 +A g (其中，<表示厂左 

边向量中的每个分量都小于或等于右边向量中的每 

个对应分量 ，且至少有一个分量小于右边 向量 中的 

对应分量)．由(4．2)式 ， <矿 ，这与 是最优 

策 略矛盾 ． 

注意到 (一 +eTf”)g =f ，eir g” = 

厂 +A g” ，err =f”+A g” ，则最优性定理 

4．1可以等价地表示为 是最优控制策略的充分 

必 要 条 件 为 

e矿 = {厂 + }． (4．3) 

(4．3)式被称为 的平均代价模型基于性能势的最 

优性方程 ． 

引理 3 设{ }是一矩阵序列，且以模收敛到 

一 可逆矩阵 B，则对充分大的 k，B 存在，且 B 以 

模收敛到矩阵 B～，记为limB = B～． 

定理 4 在假设条件 1，2下，存在实数 77和一 

个 维 向量 g，满足 

0=mi2lf 一er／+A }． (4．4) 

其次，若 (77 ，g )是满足(4．4)式的任意一个解，则 

叩 = ． 

证 选择一折扣因子序列 O／ ，O／ 0，由定理 1 

知 ，对每一 固定的 O／ ，存在唯一平稳最优控制策略 

，其对应的行动 ∈以及 ∈ 以(见(3．4)式)， 

由于A=UA(19,)是紧致的，故存在一子序列{ ，} 
℃ ’ 

收敛到 ∈以，且{ }收敛到 ∈以．为表达简 

单起见，我们将{kf}仍记为{k}．由(3．5)式， 

0=厂吒一(8 ，一A ) ≤ 

厂 一(8 ，一A )g ， ∈ ． (4．5) 

由假设条件 1，易证得 a ． ( )和 丌 ( )是 以(19,)上 

的连续函数，并由假设条件 2和引理 3，我们有 

lim~7： im ：： 厂 ：矿 ， ∞  ∞  。 ‘ 

．

1ime'7： im(一 +e7l" ：)～ 厂 ：： 

(一 + )一 ： ． 

当 o／ 适当小时，将定理 2的(3．12)式代入(4．5)得 

0： 一e 一 kI—A6k + 

(。 ，一A吒) ,p7一( ，一 )F (otk)≤ 

厂 一e矿：一(a ，一A )g ：+(a ，一 

A )。矿：一( ，一A )F ：( )， ∈ ． 

令 k一 。。，O／ 0，并注意到(2．1)式 ，有 

0： f8一e奇。 。≤ 

厂 一e矿 +A ， ∈ ． 厂 一e矿 +A ， ∈ ． 

即存在(矿 ， )满足(4．4)式．若(7，，g )是(4．4) 

式的另一解，则由(4．2)式直接可得，叩 ≤矿 ，同理 

可得，矿 ≤ ，故矿 ： ． 
定理4同时也表明，存在一个控制策略( (1)， 
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(2)，⋯， (k))= ∈ ^．满足(4．3)式，也 即 

对任意 ∈n ，f +A g ≤尸 +AVg” ，故 是 

最优策略， 能 由(4．1)导出的一个策略迭代算法 

而被获得 ．在通常情况下，平均代价模型的最优控制 

策略并不唯一，因而性能势向量也不唯一，然而最优 

准则函数值是唯一的． 

5 优化算法与算例 (Optimality algorithm and 

numerical example) 

本节 中，我们给出基于平均代价模型最优性方 

程的策略优化算法，并通过一个实际算例说明该算 

法的优越性．为了便于比较，我们采用了文献[1O]中 

的算例 ．该算例是一个很小规模的问题 ，但是本文算 

法完全可以适用于包含多个状态的问题 ．我们在文 

献[11]中应用该方法解决呼叫接入控制问题 ．该服 

务网络的结构与本文讨论的网络有许多相似之处 ， 

它含有 140个状态．对于该问题 ，本算法仍然具有相 

当快 的收敛 速度 ． 

考虑本文第二节所介绍 的闭排 队网络，我们这 

个算例考虑的是负荷相关 的策略(即每个服务器的 

服务率取决于该服务器处的顾客总数 ，我们的 目标 

是选择 一个 策略 = ( l。l，⋯， l，Ⅳ，⋯， 。l，⋯， 

．
Ⅳ)，使性能指标函数 J( )达到最小． 

基于平均代价模型最优性方程的策略优化算法 

如 F： 

第一步 对于每一个状态 n=1，2，⋯， ，选择一 

个策略 0(n)，使得 

∑口 ( 。(凡))厂(凡， 。(凡))+厂(凡， 。(凡))≤ 
nl= 1 

∑口 ( (凡))厂(凡， (凡))+厂(凡， (凡)) 
nl=1 

对所有 (n)∈ (n)均成立，由此得到策略 。． 

第二步 计算在策略 0下所对应的性能指标势 

向量 及稳态概率向量 ，并令 k=0． 

第三步 对于每一个状态 n：1，2，⋯， ，选择 

一 个策略 (n)，使得 

K 

∑anm( (凡)) k(m)+厂(凡， (凡))≤ 
nl= 1 

K 

∑口 ( (凡)) k(m)+厂(凡， (凡)) 
nl= 1 

对所有 (n)∈ (n)均成立 ，由此得到策略 “． 

第四步 计算在策略 +1下所对应的性能指 

标势向量 及稳态概率向量 k~l
，并计算在策略 

“ 下所对应 的性能指标值 J(uk+1)． 

第五步 若 J( )<J( )，则置 k+1：k， 

返回步骤 3．否则， 即为最优策略． 

表 1 两种方法的比较 

Table 1 Comparing of two methods 

考虑文献[1O]中所讨论的闭排队网络的例子， 其中 

即 M =2，N =3，ql
，

l= q2。2= 0．3，ql
，

2= 0．7，0．01 
， 、 fln(1+hi／N)~i。 ，ni≠0， 

≤ ≤10，性能指标函数 。 凡’ 10， 凡 ：o． 
厂(n， (凡))=c(n， (凡))+ (̂n， (凡))， 及 
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f ． n 
h(忍， )：{2pq．，Ⅳ 【

0， ni： 0． 

表 1给出了应用梯度搜索方法【10 J与应用 MDP方法 

进行优化的结果与运行时间 ，从 中可以看 出两者的 

速 度差 别是 很 明显 的．因为 该 方法 是将 对 一个 

肘*Ⅳ 维 向 量 ／3 = ( 1。1，⋯， 1．Ⅳ，⋯， M．1，⋯， 

M．Ⅳ)的整体寻优问题转化为分别对 K个(K为状 

态数)肘维向量的寻优．如果考虑 的是状态相关的 

策略【11 J，则是将对一个 肘*K维向量的整体寻优问 

题转化为分别对K个肘维 向量的寻优．当肘，Ⅳ较大 

时，K》 N．所以，对于状态相关的策略，当状态数 K 

较大时，该方法的优越性将非常明显(在这种情况 

下 ，基于梯度搜索方法对 *K维 向量进行寻优运 

算时间非常长 ，实际上已不可能)． 

需要说明的是，本文虽然是针对闭排队网络进 

行的策略优化 ，但是其适用范围仍然是很广泛的．首 

先 ，实际系统中许多问题本身就是闭排队网络 的优 

化问题 ．第二，有些实际网络可以通过适当的建模转 

化为闭排队网络问题 (如 ATM 通讯 网络 中的节点 

在饱和输入的情况下)，我们在另一篇论文中讨论了 

将该方法应用于呼叫接入控制问题中的策略优化． 

该问题 中的网络从本质上来说是一个开排队网络， 

但由于系统总带宽一定，因此它等价于本文中所讨 

论 的闭排队 网络Lll J． 

6 结论(Conclusions) 

本文主要在 CQNS性能势基础上，以一种简明 

的方法直接导出了有关无限水平折扣代价和平均代 

价模型在平稳策略集上的两个最优性方程，证明了 

在紧致行动集上最优解的存在性 ，并给出了基于最 

优性方程的策略优化算法与实际算例 ，通过与直接 

梯度方法的比较 ，进一步说明了该算法的优越性．在 

对实际问题的优化 中常常会碰到状态维数很高，甚 

至模型参 数不是 完全清楚 的情况，这时需要考虑 

基于仿真的方法获得性能势的估计值，我们在文献 

[12]中进行了通过并行仿真的方法估计性能势 的研 

究 ．我们将对这一问题进行进一步的研究 ，以建立一 

种新的并行优化算法． 
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