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一 类具有分离静态非线性系统的控制方法 
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(1．大连理工大学 信息与控制研究中心，大连 116024；2．清华大学 自动化系，北京 100084) 

摘要：针对一类具有分离静态非线性 的系统 ，当在线求解静态非线性存在计算误差时，给出鲁棒稳定 的充分条 

件 ．当控制输入受限时，引入辅助变量 ，并利用不变集保证闭环系统的稳定性和可行性 ． 
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Control method for a class of systems 

with  separable static non．1inearities 
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Abstract：A class of system with separable static non-linearifies is studied and a sufficient condition is built up for robust 

stabilityinthepresence of computing elTors ofthe solution of static nonlinearities．An extra control variableisintroducedandin- 

variant sets are used to guarantee the closed-loop stability and feasibility in the presence of input constraints． 
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l 引言(Introduction) 

具有分离静态非线性的系统是由一个静态非线 

性环节串联一个动态线性环节构成 ．其典型的形式 

是 Hammerstein模型．这种非线性系统在许多化工过 

程中经常能遇到 J．目前对这类非线性系统的研究 

成果相对较少 ．文 [2，3]分别针对具有 Hammerstein 

模型的这类系统给 出广义预测控制和模型预测控 

制，但文[2]没有考虑控制输入受限的问题，文[2，3] 

中都没有分析闭环系统的稳定性 ．另外 ，几乎所有的 

系统中都存在控制输入受 限的问题 ，因此研究输入 

受限的控制策略是具有实际意义的．最近文[4，5]给 

出了用线性矩阵不等式( )的方法来处理线性系 

统输入受限问题 ，并用不变集设计状态反馈控制律 ， 

这使得系统状态 向量始终保持在一个不变可行集 

内，从而保证输入受限时的闭环稳定性和可行性 ． 

本文考虑一类具有分离静态非线性的系统的控 

制问题 ，当系统因采用递推算法求解静态非线性环 

节而出现计算误差时，给出保证闭环系统稳定性的 

充分条件．对于控制输入受限，本文引入辅助变量并 

利用不变集保证闭环系统的稳定性和可行性．本文 

所给方法的主要优点是算法简单 ，在线计算量大大 

减少 ． 

2 系统描述和稳定性分析(System description 

and stability analysis) 

假设被控对象可以表述成如下形式的 SISO离 

散时间模型： 

Yt： ， (1) t， ll 

a (z)=△(z)口(z)， (2) 

AvI = I— 1)t
- 1， (3) 

△(z)=1一 ～， (4) 

= f( )． (5) 

其中 z_1表示后移因子 ，b(z)和 口( )为互质的多项 

式，系数分别为 bf，i=1，⋯ ， 一1和 口i，i：0，⋯， 

，方程(5)表示 系统的静态非线性部分 ，厂可微且 

f(0)：0， 为不可测的中间变量．当／( )=cl + 

C2 +⋯ +c 时，即为 Hammerstein模型． 

假设对线性环节存在一稳定的并在一定意义上 

是最优的反馈控制律 ： 

c = △ l+ l—1． (6) 
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其中 △ 满足 

M(z)Av =P (z)r—N(z)Yt． (7) 

r为输出设定值，M(z)，N(z)和 P (z)是相应的多 

项式 ． 

由(6)和(7)式得到的 只是一个中间变量 ，要 

实现控制 ，必须计算 ．这里为了将(6)式中的 和 

(1)～(5)式中的 有所区别，把(1)～(5)式中的 

表示成 ．要计算 当前时刻的 必须在￡时刻根据 

(6)式所得的 在线求解方程(5)．首先考虑 不受 

限情况，设 可以表示成 

u =f-1( )． (8) 

显然，当非线性较强时 ，很难甚至不可能得到解析形 

式 的
．厂～，因此必须采用数值方法，用递推求解的形 

式在线求近似解．在本文中，
．

厂 表示从 到 的静 

态非线性关系，因此可得图 1所示的控制结构． 

图 1 具有分离静态非线性的闭环系统框 

Fig．1 The block diagram of closed—loop system 

with separable static non—linearities 

求解(5)式的实根可以用多种有效的递推方法 ， 

为简单起见 ，本文采用如下形式 的 Newton．Raphson 

递推算法 ： 
／ k、 

“ “ ： “ 
一  

， k≥0． (9) 

其中 厂 =df／du ．上标 k表示递推次数，k+1次的 

递推解是在 k次的递推基础上得到的．(9)式的初始 

值 uo= 一1，也就是前一时刻的控制输人．这里会 

出现一 个 问题 ，那 就 是在 应 用 (6)式 时会 出现 

df／du =0的情况 ，这时存在两个可能性，就是 “ 

是该多项式的根或者不是，这可以根据 厂(“ )一 是 

否在预定的小范围之内来判断，当 是根时，就把 

它当作当前的控制输人，而当 “ 不是根时就必须重 

新选择初始值 ，重新计算 ． 

图 2 图 l的等价表示 

Fig．2 Equivalent description of figure 1 

现在分析闭环系统 的稳定性，假设 “ 是通过 

(9)式得到的近似解 ，e是预先给定的解的准确率 ， 

当 

l 一厂(“ )l=l 一 l≤ ￡ (1O) 

成立时，递推方程(9)式停止计算 ．由(1o)式可以把 

和 之间的关系表示成 

= (1+ ( )) ． (11) 

其中 ( )表示 和 之间的误差因子．这样 ，通过 

(11)式可以把图 1等同地表示成图 2．其中 

=  

Z-1bN Z-1 bN 

△ + Z-1 bN — P ’ 

G ： __ ： △
aM + z bN 

P n 

P ’ 

并且 

Aa(z)M(2)+z—b(z)m(z)=Pc(z)． (12) 

定义 y=supw l H(ej”)l，得如下定理 ： 

定理 1 假设 由(9)式得到的控制输人满足 

1 

l (·)l< ， (13) 
， 

则由(1)，(5)，(6)和(9)式组成的闭环系统全局渐近 

稳定 ． 

证 由图 2和 )，的定义知 

l廊 (·)l≤1 l l (·)l≤ y l (·)l< 1． 

根据小增益定理[ ，定理得证 ． 

3 输入受限时的控制(Control with input con— 

straint) 

为讨论简单起见，这里只考虑输人饱和形式的 

受限情况 ： 

一 瓦≤ “l≤ ． (14) 

对 的限制可以通过对中间变量 的限制来达到． 

由(5)式和(14)式不难得出中间变量的受限范围为 

in≤ ≤ Vmax并作为(9)式的边界 ． 

把方程(1)写成如下形式的状态方程 

『 l+1=A l+B l=Axl+B(1+ ( )) ， 

【Yt= Cx1． 

(15) 

为简单起见 ，只考虑调节问题 ，控制律(7)可以写成 

= Kx ． (16) 

为处理控制输人受限情况 ，定义一新的控制律 

： Kx +E ． (17) 

其中 

E=[1，0，⋯，0]，d =[ ， +l，⋯，d + 
．

一 1] 

为辅助变量序列， d为辅助变量的长度． 

(17)式的主要思想是：假设控制输人不受 限， 
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这时控制律(16)是稳定的而且在一定意义上是最 

优的，不需要引入辅助变量 d ．可见 d 的作用是保 

证控制律可行 ．若控制输入受 限，而控制律 (16)在 

受限范围内可行 ，则为保持控制律的最优性 ，辅助变 

量 d 应为零．但当控制律 因输入受 限而不可行时 ， 

闭环系统就不再最优 ，甚至不再稳定，这时就可以通 

过调节 d 来保证控制输入不超出受限范围，也就是 

通过非零的 d 保证可行性．因此一个明显的策略是 

在满足可行性的条件下，极小化 目标函数 =aTa ． 

由(15)式和(17)式得到如下系统 

+1= +et． (18) 

其 中 

： [A+0 qt 
q = ( )BKz ，K = 【 ， J， 

et表示误差项． 为对角线上的元素为 1，其余元素 

为零的矩阵．它使得 的第i个元素为d 的第i+1 

个元素，且 的第 个元素为零．这样如果在 t时 

刻存在一个可行的 d ，那么在 t+1时刻也必然存在 

一 个可行 的 df+l，而且它所对应的目标函数值要小 

于或等于 t时刻的 目标函数值 ． 

假设 1 存在一正常数 ，当 mi ≤ ≤ 

时 ，l (·)l≤ ． 

由假设 3．1知 

e；Pet=q；ETpExqt= 

( ) BT P B ≤ 

z BT P B 
， (19) 

其中 P为正定矩阵， 为投影因子 ，ET = ． 

定义椭圆集 S ： 

： { ：7,TPz≤ 1}． (20) 

引理 1 对于任意 r>1，77=1+(r一1)～，由 

(18)式得 

T+1Pz +1≤ TP + TPe ． (21) 

证 参见[7] 

由(19)式和(21)式可知，当 

r TP +叩fTPr≤ P (22) 

成立时，zT+1Pz ≤ 1，即椭圆集 为不变集 ，其 中 

f：aExBK．也就是说对于任意在 内的初始状态， 

状态 将始终保持在 内． 

假设 2 存在正常数 和 ，且 一 >0，当 

一  ≤ ≤ 瓦时，下列不等式成立 

l l=l -1( )l≤ l l ． (23) 

由(20)式得 

l l：l l≤ lI ．1／2 lI， (24) 

由(14)，(23)和(24)式给出保证可行性的条件 
， 一 、、2 

≤ I }． (25) k 
}上 | 

常数 和 可以通过数值方法计算得到 (对某 

些特殊结构的静态非线性，也可以用解析方法)．值 

得注意的是条件(22)，(25)和当前状态无关 ，因此可 

以离线计算 ，而且都是线性矩阵不等式 ，可以用标准 

的半正定规划算法求解 ，这大大减少了在线计算量． 

为保证可行性，要求满足条件(22)，(25)的正定 

矩阵 P存在 ，且初始状态使得满足(20)式的 d 存 

在 ，这样可行性才能递推保证，才能保证稳定性，并 

收敛到不受限时的最优控制律 ．由(20)式知，使 d 

存在的初始状态的允许集是一个椭 圆，而椭圆的大 

小由正定矩阵 P决定，因此，由线性不等式求得的P 

应该使椭圆尽量大 ． 

控制算法 1： 

第一步 (离线)产生状态方程(15)并计算稳定 

反馈控制向量 ． 

第二步 (离线)根据(22)，(25)式计算矩阵 P． 

第三步 (在线)在(2o)式条件下极小化 目标 

函数 ，把最优解 d 代入式 =Kx +Ed ，在(10) 

式的条件下，计算当前时刻的中间变量 ． 

第四步 (在线)用递推方法(9)计算 

第五步 (在线) = +1，返 回到第三步． 

定理 2 若假设 1和 2成立 ，并且 由(6)，(7)， 

(9)和(10)式组成的预稳定控制律稳定被控系统 

(1)，且在初始时刻，满足 (22)式和 (25)式 的 P存 

在，则上述算法保证闭环系统稳定 ，并最终收敛到不 

受限时的预稳定控制律． 

证 由假设条件知，在 t时刻 ，状态 E ，根据 

不变集的定义，必然存在 df+l使得 f+l E ．由(18) 

式知，在 t+1时刻，df+】=Td 为一可行解，而且根据 

的定义，可得 +I= l+1df+l≤ ，等号只有在df= 

0时才成立．在 t+1时刻 ，显然 df+】并不一定是最优 

解，由 +1可求出最优解 d 1，使得 ．， 1≤ +1≤ ． 

这样按时间 t依次类推，目标 函数的值就单调递减 ， 

辅助变量序列将趋向于零 ，即控制律收敛到不受限时 

的预稳定控制律 ，从而保证闭环稳定性 ． 

4 仿真例子(Simulation example) 

下面通过仿真例子来说 明上述方法的有效性 ． 

假设被控对象的输入输出描述为 

(1—2．3z一 +1．2z一 )Yf= (1+0．8z一 ) 一1． 

其中 =f( )= ：sin( )一 ；．系统具有一个不 
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稳定极点 1．5．把输入输 出方程转化成状态空间描 

述 为 

A =[2i3 一 ‘2]，B=[ ]，c=[ 。]． 
设计控制器的 目的是使 系统的输出为零 ，而系 

统的输入 u 被限制在 一2和 2之间，即 一2≤ u ≤ 

2．取 =1．3726， =0．1，则中间变量 的受限范 

围为 一6．274≤ ≤6．274． 

^ I 

图 3 不变随圆集 
Fig．3 Invariant ellipsoidal sets 

对被控对象的线性环节设计预稳定控制律为 仇 

= Kxt=[一2．4179 1．1495] 用 Newton．Raphson 

递推方法求解非线性方程的解 ，取误差因子 (·)的 

上界为0．01．当辅助变量 d 的长度nd分别为0，5，10 

时 ，采用算法 1所得到的不变集如图 3所示．显然不 

变集随着 nd的增加而增大．取初始状态为[15，20]， 

图3中的星号表示不同时刻的状态．从 图中可以看 

出系统的状态始终在不变集内变化 ，而且渐近趋 向 

于零点 ，系统状态在第 4步时就进入了 nd=0时的 

不变集 ，也就是说从第 4步开始 ，控制输入的受限条 

件就不发生作用了． 

5 结论(Conclusion) 

本文针对一类具有分离静态非线性的系统给出 

了具有稳定性保证的控制方法 ．控制器的设计分两 

个步骤 ，首先设计一个输入不受限时的预稳定控制 

律 ，然后在此基础上引入辅助变量并利用不变集处 

理控制输入受限问题 ．用这种方法设计控制器 ，不但 

算法简单而且在线计算量大大减少 ． 
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