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摘要 ：动态误差系数是工程技术人员所熟悉 的概念 ，它是描述输 出对输入信号跟踪精度 的重要指标 ．本文首次 

把该指标 约束融入含有跟踪误差稳态协方差和稳定裕度约束的满意控制中来 ． 
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On satisfactory control for tracking systems 
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Al，s t：D)，nalnic ell'Or coefficientis awell known conceptfortechnicians，whichistheimportantpeffermance spI，cif a· 

tion measuring the precision for the system output to track input signa1．For the first time，this perfermance spcecification is 

adopted as a constraint for satisfactory tracking control，together with constraints on co variance of tracking ell'Or and stability 

margin． 
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1 引言 (Introduction) 

动态误差系数和稳态协方差 ，是随机线性系统 

控制精度的一种度量，所以是衡量跟踪系统性能的 

重要指标 ．在系统稳定的前提下，如何设计控制器使 

动态误差系数和跟踪误差稳态协方差小于某一容许 

值是跟踪控制系统设计 的重要课题 ．除了这两个精 

确指标以外 ，闭环跟踪系统还应满足一定的稳定裕 

度指标要求．由于这些性能指标之间存在某种竞争 

关系，在工程实践中，不必刻求指标的最优化．所设 

计的控制器只要使系统的这些性能指标满足需要即 

可，这样的控制器称为满意控制器 ．这一方面为系统 

设计满足其他的性能指标留有 自由度 ，另一方面在 

理论上保证了满意控制器的存在性L1 J． 

已经有许多文献l2 6J研究了含有极点配置、H 

指标、协方差约束的控制问题 本文首次把动态误差 

系数指标这一控制准确度指标融人这类控制问题中 

来 动态误差系数是工程技术人员所熟悉的概念 ，它 

具有非常明确的物理意义 ．作者希望利用现代控制 

理论的概念和方法，使这类古典控制问题 的研究进 

一 步深人，又不过多地依赖经验和直观，所以强调满 

* 基金项 目：国家 自然科学基金(60174028)资助项 目． 

收稿 日期~2000—03—23；收修改稿 日期：2001—02—09 

意控制律的算法应该可用计算机完成 ．文中给出一 

个基于 LMI方法的算法 ，最后给出一个数值说明算 

法的有效性 ． 

2 问题叙述和主要结果 (Problem statement 

and main result) 

考虑单输人单输出的随机线性控制系统 

f (t)=Ax(t)+Bu(t)+Br(t)+ (t)， 

【'，(t)= (t)． 

(1) 

其中 ∈ (n≥3)，u(t)∈R为控制信号，r(t)∈ 

R为输人信号，y(t)∈R为输出信号，∞(t)∈ R为 

零均值，强度为 ： IVT>0的白噪声 ，A，B，C，D 

为适维的常数矩阵 ． 

系统 在控制器 u(t)=K (t)的作用下 ，带 

有单位负反馈的闭环跟踪控制系统可以描述如下： 

f (t)=(A 一BC) (t)+Br(t)+ (t)， 

【e(t)= r(t)一 (t)． 

(2) 

其中 e(t)为输出对输人信号的跟踪误差 ，A ：A+ 
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BK，K =( o， l，⋯，k．-1)∈ ． 

那么输入 r(t)到跟踪误差 e(t)的传递函数为 

(s)= 1一C(sl—A +BC)一 B． (3) 

由于实际输入信号往往可以分解为白噪声和 由阶 

跃、斜坡、加速度函数的线性组合所构成的确定函数 

两部分 ，所以它们对跟精度的影响分别可由动态误 

差系数的前三项 Co，C1，C2和跟踪误差 e(t)的稳态 

协方差 冠 的大小来描述．在工程实际中，通常还要 

求跟踪闭环系统是无静差的，即 c。=0．如果在系统 

设计过程中 C】或 C2也被配置到零值 ，这意味着在开 

环系统中将出现两个 以上的积分环节 ，出现这种情 

况一般会对跟踪系统的暂态性能产生不利的影响． 

所以跟踪系统的极点分布必须使跟踪闭环系统(2) 

满足一定的稳定裕度指标．具有这些期望性能指标 

的跟踪控制系统设计问题可以归结为如下满意控制 

问题 ． 

问题 l 寻找控制增益矩阵 K，使得在 u= Kx 

作用下的闭环跟踪系统(2) 

1)对于给定的 】>0， 2>0，动态误差系数满 

足 C0=0，l Cl l< 1，l C2 l< 2； 

2)对于给定的 >0，跟踪误差 e(t)=r(t)一 

CX(t)的稳态协方差满足 xe< ； 

3)对于给定的 y>0，矩阵 A 一BC的特征根 

满足 Re( )<一y． 

由于在非奇异线性变换作用下 ，系统 的输入 

和输出信号不变，所以不妨假设系统满足 

假设 l 系统(1)完全能控 ，且(A，B)具有能 

控标准型．系统(2)的相关矩阵有如下形式 

A = 

B =(0 0 ⋯ 1)T，C= (bo b1 ⋯ b )． 

其中 bo，b1，⋯，b 一1∈ R，并且 bo>0． 

注 因为满意控制问题要求开环系统中有一个 

积分环节 ，所以必须有 b0>0才能保证跟踪闭环系 

统(2)的稳定性 ． 

下面将问题 1中的三个期望性能指标转化为矩 

阵不等式约束 ． 

当 Co=0，经计算其余两个动态误差系数 C1和 

C，可表示为 

二／ ；’一。 6 +6。。： ／6 
． 

c4 (
一 Ⅱ}一Ⅱ1 61+6oⅡ2)／63． 、 

由式(4)可以证明问题 1中的第一个指标等价于对 

矩阵 A =A+BK的不等式约束 ，即 

r eT
一 (A+BK)e1=0， 

{一bo 1<e~n(A+BK)e2<bop1， (5) 
L 3 < e~

n(A+BK)e3< 4． 

其 中 

卜bop2+6o6}}一 1 l b1 l，bop1< 1 l b1 l， 

I_60 ， ≥{ ．， 
84=boO2+bopi+ 1 l b1 1． 

由于 (t)是零均值 ，强度为 的白噪声 ，r(t) 

是确定性输入信号，所以根据文[3]中的结论，系统 

(2)的稳态状态协方差矩阵定义为 

Xo=limE{ (t)xT(t)}∈ ， =船 >0， 

且满足 Riccati方程 

(A 一BC)Xo+Xo(A 一BC)T+DWDT=0． 

(6) 

所以跟踪误差 e(t)的稳态协方差满足 

xe=limE{e(t)eT(t)}： 

limE{Cx(t) T(t)cT}=CXoCT． (7) 

满意控制 问题 1的第二个 指标要求跟踪误差 

e(t)= r(t)一Cx(t)的稳态协方差 < ．为此 

讨论如下 Riccati不等式 

(A 一BC) +X(A 一BC)T+DWDT<0 (8) 

的对称正定解 ．根据文献[7]的有关结果如果不 

等式(8)存在对称正定解 ，则方程(6)存在唯一的 

对称正定解 而且满足 Xo<X．所以只要 CXCT< 

成立 ，则问题 1中的第二个跟踪精确度性能指标 

就可满足． 

对于给定的 y>0，满意控制问题 1的第三个指 

标要求闭环系统(2)具有稳定裕度 y．根据文[7]， 

这等价于要求矩阵不等式 

(A 一BC+7I)y+Y(A 一BC+r1)T<0 (9) 

存在对称正定矩阵解 Y>0，其中 ，∈ 为单位 

矩阵． 

设{e1，e2，⋯，e }为 n维欧氏空问的标准正交 

基底，满足[e1 e2⋯ e ]=，．综合以上分析可以得到 

结论 ． 

定理 1 问题 1存在满意解的充分条件是存在 

向量 K，和对称正定矩阵 ，y满足约束条件 (5)， 

(8)和(9)． 

一 

0 0 ； ％ 

一 

2  

0  1 ；
Ⅱ 

一 

1  0 ；
Ⅱ 

一 

O  

0  0 ；
Ⅱ 

一 
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在上述不等式中，未知矩 阵是以 K， ，KX，KY 

的形式出现的．为了能够应用成熟有效的 I_NII方法 

求解，必须把这些矩阵不等式转化为线性矩阵不等 

式．由于要配置动态误差 系数 ，变量 必须作为一 

个独立的未知变量处理，文献 中常用的通过变量替 

把非线性不等式 I_NII化的处理方法【7,8 J，在本文 中 

已不适用 ．注意到 KKT是一个标量 ，对其进行估计 

和搜索在算法中是可行的，在理论上又不会带来保 

守性 ．从而可以利用现有 Matlab中的 m工具箱搜 

索求解 ．下面将定理 l转换为满意解能用 m 方法 

解算 的形式 ． 

定理 2 如果存在正数 e>0，，c>0，对称正定 

矩阵 ，】，和向量K满足，c<KK ’及线性矩阵不等式 

e， ，TBT+e 

BK+eK 胎 T一(A—BC)X—X(A— 

nc)T—DWDTCXCT< 

e， KTBT+ e】， 

BK+eY 胎  (A—BC+yI)Y— 

Y(A—BC+y，)T 

f>0， j 

(10) 

>0，(11) 

r e (A+BK)el=0， 

{一bool<e (A+BK)e2<bo0l， (12) 

03<e (A+BK)e3<04， 

则定理 l的条件成立 ，问题 l求解是可行的． 

证 证明只涉及不等式约束 (8)和(9)，以第一 

组 m(10)为例进行讨论 ． 

由于存在正数 e>0，，c>0和 X >0满足 

e， ，TBT+e 

BK+eK T一(A—BC)X— 

X(A—BC)T—DWDT 

> 0， 

，c< KKT
，
CXCT < 

， 

则利用矩阵 Schur补性质 ，可见上式等价于 

(BK+e )(e一 ，)( BT+e )< 

e一 xBBT一(A—BC)X—X(A—BC)T—DWDT， 

，c < KKT
，
CXCT< 

， 

所 以 

(BK+e )(e一 ，)( TBT+e )< 

e一 BKKTBT一(A—BC)X—X(A—BC)T_DWDT， 

CXCT < 2
． 

整理后可见上式等价于 

(A—BC)X+X(A—BC)T+BKX+ 

XKTBT+ DWDT+ eXX < 0
， 

CXCT < 口 
， 

从而下列不等式成立 

(A 一BC)X+X(A。一BC)TDWDT<0，CXCT< ． 

证 毕 ． 

算法 问题 l的满意解可依 以下步骤搜索 

步骤 l 给出充分小的 e>0和 >0做为初 

始值 ； 

步骤 2 利用 LMI软件求解 咖 s(10)，(11)和 

(12)成功 ；否则减小 e的值 ，以 ，c的初始值重新解 

算 ，直至 e接近 LMI软件精度值 ，满意解解算失败， 

转步骤 4； 

步骤 3 如果 ，c<KKT，解算成功，转步骤 4；否 

则增加 ，c，转步骤 2； 

步骤 4 搜索结束 ． 

3 例子(Example) 

考虑一个数值例子，在 系统(1)中 

以 ： 

0 

0 

0 

一 l2．627 

l 

0 

0 

一 l8．299 

0 

l 

0 

一 l2．912 

0 

0 

l 

一 4．67l5 

B =D =(0 0 0 1)。 ， =0．9， 

C=(1．0346 6．4324 —5．5136 —2．1229)． 

期望性能指标要求 ，跟踪误差协方差 <0．5；动态 

误差系数 Co：0，Cl<0．1；稳定裕度 y=0．2． 

采用 Matlab软件中 LNII工具箱 ，通过算法搜索 

参数 e，，c．取 e=0．0001，，c=331时 ，满意控制增益 

可 以取 为 = (12．627 18．1957 0．0048 — 

0．0213)． 

在控制器 “= Kx的作用下 ，跟踪闭环系统(2) 

跟踪误差协方差满足 <0．3752；动态误差系数满 

足 C0=0，Cl<0．09985；极点集合为 以 =(一0．7237 

4-2．2494j 一0．9214 —0．2011)．而未控的该单位 

负反馈跟踪系统是不稳定 的，其极点集合为 以 = 

(0．35194 4-2．8019j 一2．5914 —0．66109)． 

4 结论(Conclusion) 

当我们设计一个满足多个性能指标的满意控制 

系统时，必须考虑这些指标的竞争关系．不能对单个 

指标提过高的要求，而应根据实际需要提出使各个 

指标都满意的指标集 ．从文中的例子可以看出由于 

跟踪精度要求系统是无静差的，跟踪闭环系统(2)的 
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极点实部不可能均小于 一1．0085．在一般情况下指 

标集 中的各个给定的性能指标可以相应转换为等价 

的矩阵方程或不等式约束 ．当这些矩阵方程或不等 

式是非线 性的时候 ，如何 有效地解算还需进 一步 

研究 ． 
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