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积分二次约束线性 系统的 H∞控制器设计 ：一种 LMI方法 

胡中骥，施颂椒，翁正新 
(上海交通大学 自动化研究所 ，上海 200030) 

摘要 ：基于动态耗散理论 ，给出了具有积分二次约束线性系统稳定和具有 有 限增益 的充分条件 ．导出了积 

分二次约束线性系统 H 状态反馈和动 态输 出反馈降阶控制器 的设计方法 ，并 转化为多个线性矩阵不等式 ，利用 

LMI工具箱求解 ． 
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H controller design for linear systems 

with integral quadratic constraints：an LM I approach 

HU Zhong-ji，SHI Song-jiao，WENG Zheng—xin 

(Institute of Automation，shangllai Jiaotong University，Shanghai 200030，China) 

Abstract：Based on dissipativity theory，sufficient conditions for stability and bounded- gain of linear systems with inte一 

al quadratic constraints wele presented．The design methods of static state feedback controller and dynamic reduced-order out· 

put feedback controller for linear systems with integral quadratic constraints wele derived．All the problems wele converted to 

linear matrix inequalities that Call be solved by the LMI toolbox in M atlab． 

Key words：H control；integral quadratic constraints(IQC)；linear matrix inequality(LMI)；state feedback；output 

feedback 

1 引言(Introduction) 

对某些工业系统进行建模，往往会碰到系统有 

些环节既不能线性化，其非线性特性又不能精确描 

述，但可用不等式描述的函数集表示．对这一类 系 

统 ，可以统一地以积分二次约束来表示 ．前苏联学者 

发现 ，̈2J，积分二次型约束既可描述系统的增益信 

息，又可以描述系统的相位信息 ，还可以描述系统输 

入输出的结构信息，故它能描述范围广泛的一类非 

线性环节 ． 

对具有积分二次约束非线性环节的线性系统 ， 

研究其 H 控制问题，可以采用文[3～5]中提出的 
一 般方法．如文[3]指出在系统状态和扰动输入可量 

测时，其 H 控制问题可转化为一个 HJI(Hamilton— 

Jaccobi hcquaUty)求解．文[4]考虑当可量测信息为 

状态变量和扰动输入的函数时，可通过量测反馈使 

系统内稳定和具有局部干扰衰减 ．对控制输入和干 

扰输入仿射的对象，它的局部干扰衰减问题可 以化 

为两个 I-IJE(Hamilton—Jaccobi Equation)求解 ．文 [5] 
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讨论了量测反馈设计问题中的分离性原则以及系统 

内稳定且具 H 干扰衰减 的必要条件 ．所有这些结 

果都归结到 HJI和 HIE的求解 ．但要解 HJI和 HJE， 

目前还很困难 ． 

为了避免求解的困难 ，本文提出了基于 LM／的 

求解方法 ．导出了积分二次约束线性系统 H 状态反 

馈控制器的可解条件以及它的输出反馈降阶控制器 

的可解条件．本文充分利用了积分二次约束环节控制 

变量可量测和部分可量测的信息，从而减少保守性． 

2 问题描述(Problem statement) 

考察如下形式具有二次积分约束非线性环节的 

线性系统： 

露 = + B + B““ + B埘W ， 

zI_ ： z=C +D 毋+D +D ， 、 
Y = C + Drip + D ． 

上式中， ∈ 为系统状态 ，(g，P)∈ R ×R 为 

系统非线性环节的输入和输出，(“，Y)∈ R ×R 
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为系统 的控制输入 和输 出 ，(W，z)∈ R／7,”X盟／7"1,为外 

部干扰信号及其观测信号．设系统中非线性环节为 ： 

P= (q，t)，其中 (q，t)为满足下面积分二次型 

约束(IQC)的非线性函数 ，即对 V q∈ R ，有 ： 

洲
． ．

Tt" 

。， 

(2) 

其中丌=丌T=[ ]．式c2 可以表示范围很 L丌i2 丌22J 
广的一类非线性约束 ，特殊的 有以下几种 ： 

a)有限增益类 ．令 

丌 = [一 口2 ]，口>。， 

式(2)变为J o(PTp—a gTg)d￡≤0； 
b)无源类 ．令 

丌 ： 【， 

式(2)变为J。pTqd￡≥0，此时 ； 
c)耗散类 ．令 

=  

P + PA + cTTt'2C
q 

B + (丌l2Cq+DT1r2Cq) 

B + 2~DTC 

0．510 5 一 J，'7>0， 一nI】 。 。 

式(2)变为I (pTq—rlqTq)dt≤0； 
d)结构 IQC．令 

fA11 A121 

丌 【A。 A22J’ 

其中 All，Al2，A22均为对角阵 ． 

3 主要结果(Main results) 

3．1 H 稳定性(H Stability) 

系统 内稳定且具有有限 2增益 7(7>0)是 

指：1)当W=0时 ，系统在平衡点 (t)=0处渐近稳 

定；2)当 (0)=0时，对 V t≥0，有 

I( (s)z(s)一7 W(s)TW(s)ds≤0． 
J O 

系统 H 稳定性问题是指系统输入 U=0时系 

统内稳定且有有限 2增益．对此 ，有以下定理． 

定理 1 对系统 ，如存在 P>0， ≥0，使得 

下面线性矩阵不等式成立 ，则系统 内稳定且具有 

有 限 2增益 7． 

P + (c T2+CTqlr2D ) +CTqlr2D C 

(丌l+DT 丌Tl2+7rl2D +DTlr2D ) ,~(7r12D +DTlr2D ) D 

(D T2+DT 。D ) 一7 +2tDTqjr2D DT 

D D 一 l 

3．2 状态反馈(State—feedback) 立 ，则状态反馈 

定理 2 考虑系统 中，丌2>0，如存在实数 7 = Kx+ ，K = 】，_Q一 

>0， ≥0和适维矩阵 Q >0， ，Y使得式(3)成 能使系统内稳定且具有有限 L2增益 7． 

=  

OAT+AQ+Buy+yT。Tu p+)tyTDT~rTl2十̂ T Tl2 QC +yT上，T QC +yT上，T 

+ 丌l2D 】，+ 丌l2CqQ (丌l+ T2+丌l2 ) Xlt'I2D 上，--T 上，--T 

BT DT Tl2 — 7 DT D 

C + D D 一 1 0 

CqQ+Dq Y 四 0 一(aTt'2) 

< 0． 

< 0． 

(3) 

3．3 输出反馈(ou t feedback) 立 ，则如下动态输出反馈控制器 能使系统内稳定 

定理 3 考虑系统 中，丌2>0，如存在实数 7 且具有有限 2增益 7．而且 ，输 出反馈控制器的阶 

<0， ≥0和适维矩阵 ，Y>0使得式(4)，(5)成 次可以取为 Rank(X—Y一 )． 

MB 

T+ AY yCT 

C，y 一 

CgY 0 

D 

BT DT 

yCT B
p 

B∞ 

0 D甲 D 

一 ( 丌2)_。 D印+丌 丌T2 D 

oT+It"127t"f (丌l—It"127t'2 丌T2) 0 

D 0 — 7 

MT < 0
， (4) 
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Mc 

AT +XA 

日 

C， 

Cg 

M8 = 

XB cl 

— y ，DT刎 

D 一 I 

D 0 

c 

D 

O 

一 ( 丌2)一 

< 0， 

。， (5) 

[i c~1 6 
『 =A +B Y+日 ， 

。 【u = C +D Y+D p． 

4 仿真(Simulation) 

为了验证本文结果 ，我们做以下仿真 ．假定系统 

积分二次环节控制变量可量测 ．令 系统各矩阵取值 

如下 ： 

A Bp B B 

Cq D D D 

C z DzP Dm D 

Cy D D D 

l 0 l ： l ； l 
! ! 1 

10 — 1 0 1 i 0 
⋯ ‘⋯ ‘‘。‘：‘⋯ ‘‘ ‘‘⋯ ‘‘ ‘⋯ ‘ 

1 1 0．1 0．1；0 
⋯ ⋯ ⋯ · ·

_．．⋯ ‘ ⋯ ⋯ - -⋯‘ 

1 0 0 0．1 0 
‘‘⋯ ⋯ -‘‘：⋯ ‘‘‘{‘‘⋯ ‘‘ ‘⋯ ‘ 

1 1 0 ；0 0．1 

丌 = 0]' 
可解得状态反馈控制器为 

u=[一9．9985一。．。827]【 ：]一。．0。·7·p． 
相应的最优干扰衰减系数为 

i ． tat = 1．490e一 001． 

状态反馈闭环系统仿真结果如图 1所示，其中 P(f) 

=sin(口(f))．外干扰信号的幅值为 1，频率为 50． 

输出反馈控制器为 

： 

『一2．8595 — 19．1O251 
c 【5

．

6410 —6．6851 J c+ 

『一 8．62841 『一0．87031 

【3o
．

4788 J)，+【3
．

05l8 J p， 

u=[一0．1016 0．7011] 一 

4．7358 ‘Y 一 0．4731·P， 

相应的最优干扰衰减系数为 

i 。 Ip t= 5．332e一 002， 

仿真结果图略． 

从理论计算 和实际的仿真结果都可以看出，求 

得的状态反馈和输出反馈控制器，都能使闭环系统 

具有良好的干扰衰减性能 

图 】 仿 真结 果 

Fig．1 Simulation result 

5 结论(Conclusion) 

对具有积分二次型非线性环节的线性系统 ，如 

果它的非线性环节控制变量可量测，或部分可量测， 

则可以利用这一信息来进行系统的状态反馈和输出 

反馈设计，使得闭环 系统 内稳定且具有 2有限增 

益 ．无论对状态反馈 ，还是降阶输 出反馈设计 ，它们 

的可解条件都可以用线性矩阵不等式表示 ．从而，可 

以利用 I_2VlI计算工具求解综合问题 ． 
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