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摘要 ：研究 MIMO离散时间系统混合 ，l／H 一控制问题 ．通过引入辅助优化问题，证明了目标优化值关于约束 

H 指标的连续依赖性及其辅助问题最优化解的存在性 ，同时证明了辅助优化问题的截断序列问题解的收敛性，且 

其极限为混合 ，l／H 一控制优化的辅助问题的最优化解．还给出了优化 目标值的上下界逼近． 
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M ixed Z l／H control problem for discrete-time systems 

HAO Fei，CHU Tian一 aI1g，HUANG Lin 

(ResearchCentre of Systems and Contro1．Department ofMechanics and Engineering Science，BeijingUniversit)，Beijing100871，China) 

Abstract：This paper is concerned with mixed I／H 一control problem of MIMO discrete—time systems where frperfor— 

marlce objective is minimized subject to all H constraint．By introducing all auxiliary()primal problem，we prove the contmu— 

OUS—dependence of optimal objective with respect to the constramted H 一perfommnce objective The existence of the solution of 

the auxiliary optimal problem is also proved．W e present the convergence of the solutions of a series of the truncation problems  

of the auxiliary optimal problem，and show that its limit is the opmnal solution of the auxiliary optimal problem．Particularly， 

we give all approach to obtain the converging lower mad upper bounds of the rrfixed ll／H 一control problem．This approach gives 

a computationally efficient synthesis procedure w．hich avoid the probbm of zero-interpolation techifiques．Finally，all example 

shows that the approach is feasible for designing suboptimal conuoller of the mixed control problem． 

Key words：discrete—time systems；11-control：H ·control；multiple objective 

1 引言(Introduction) 

由于很多实际工程涉及信号的度量不同，系统 

的性能指标也各不相同．于是形成了不同的优化控 

制问题，如常见的 fl，H ，H2．优化控制问题等．以单 

个性能指标为控制目标的问题已经形成了系统而深 

刻的 『l’H ，H2一优化控制理论．但许多实际工程控 

制往往要求设计的控制器必须同时满足几个性能指 

标(或时域或频域)，且这些指标往往又是不相容的 
— — 优化其中某一指标的同时另一指标可能会增 

大，于是产生了多目标优化控制问题．这类问题导致 

了混合优化控制问题的研究，如 ／H 控制【 ，混 

合 fl，H2控制问题【 ，f1／H ．控制问题【 j ．它 

们的目标都是使闭环系统传递函数其中某一范数最 

小同时保证另一范数满足预定的指标．一般地，对稳 

定系统 H 范数小于等于 f1范数．原则上，这类问题 

只涉及单一范数 形式．但是在一些情况下，最优 

化 f 范数的同时常会导致 H 范数的增大而并非减 

小 j．因而混合控制问题 fI／H 不能转化为单一范 

数形式，是多目标问题．而文[7，8]仅限于处理 SISO 

系统．文[7]用线性矩阵不等式方法研究了离散系统 

混合 ll／H 一控制问题．文[8，9]用辅助问题 lt／H 
．8 

的解(有理控制器)去逼近 f1／H 优化问题解 ．文[9] 

证明了当 一 1时，辅助问题的优化目标值将趋于 

原问题的优化目标值．这一结果只给出了优化目标 

值的上界逼近．同时文[9]还用 Euler逼近法讨论了 

连续时问系统混合 fI／H ．控制问题． 

本文用不同于文[7～9]的方法研究了MIMO离 

散时间系统混合 1／H 一控制问题．受文[4，10]所谓 

的尺度一()(scaled．())方法的启发，通过弓1人辅助优 

化问题代替原优化问题，证明了目标集的凸性，目标 

优化值关于约束 H 指标的连续依赖性及其辅助问 

题最优化解的存在性，且辅助优化问题的截断序列 
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问题解的收敛性，其极限为混合 11／H 一控制优化的 

辅助问题的最优化解．还给出了优化目标值的上下 

界逼近．从而避免了用零点插值计算上的困难(n]． 

由于版面的限制，我们将一些证明省略． 

2 预备知识(Preliminaries) 

本文用到的符号 

f ：单边绝对可和实序列构成的 Banach空间， 

范数为 lI lI 1=∑ l ( )l； 
^=0 

开 ：单边实矩阵序列构成的 Banach空间，范 

一 —! 

数为 II 1=max∑ II 
l J=0 

H ： 一变换下的z1象空间，范数为 lI lI ： 

sup I ( )I； 

H ： ．变换 下 的 开 象 空 间，范 数 为 

； I1 m=
． 

( ( ))； 

f： z ：双边绝对可和实序列构成的 Banach空 

I"．-I，范数为 lI lI 1：∑ I ( )I； 
I=一∞ 

P，v：序列空间上的 Ⅳ次截断算子，PN( 1， 2， 

)=( 1，⋯， ，v，0，⋯)； 

：Banach空间 的对偶空间 上的由 诱 

：P22一P21C(，+PllC)_。P12， 

= P33一P31C(，+Pl1C)_。P13． 

用 Youla参 数 化 方 法，P11： N( )(M( ))～， 

N( )X( )+M( )Y( )：，．其中 N( )，M( )， 

X( )，Y( )∈ li 有相容维数．所有 Z 稳定的补 

偿器能以传递函数形式描述为 

c(z)=( ( )一肘( )Q( ))(y( )一Ⅳ( )Q(X))一 ， 

Q( )∈ 昂 

(具体细节可参见文[11]P．95～104)．因而 

xlr： T1( )一U1( )Q( )V1( )， 

：T ( )一U ( )Q( )V ( ) 

且 ∈珞 ， ， ∈li ， ：1，∞有相容维数． 

以下为书写简便将 省去． 

假设 ， 在单位圆上没有零点，且 1， 1 

分别为列、行满秩的． 

混合 11／H 一控制问题可叙述为：给定 ∈ 

， ， ∈ li ， = 1，∞有相容维数和常数 

y>0，找到Q∈ ny使得 lI lI 1最小且 lI lI 

≤ y． 

定义集合 

(y)={1 ： =T1一U1 QV1，lI lI ： 

II 一U QV II ≤ y，Q∈ }， 
导的弱星拓扑 · (1) 

序列 声∈ z1的 -变换 表示 为 ( ) (
y)：{Q：II 一 Ov II ≤y，Q E-砰 }， 

∑声( ) ．所以声∈z1当且仅当 E H ． 
I=0 

考虑如图 1所示系统，C为补偿器，P为可以镇 

定的有理严格因果 LTI对象． i，z ，i=1，∞分别 

为输入、输出信号．u为由量测Y确定的控制率．信号 

的维数记为 ． 

图 1 闭环 系统 

Fig．1 Closed·loop system 

设 ， 表示闭环系统从 1到 1和从 到 

的传递函数．记 

rPu P12 P13-] 

P：I P21 P22 P23 I． 
LP31 P32 P33-1 

用线性分式变换得到 

y0= inf lI T 一U Ov lI 
Q∈f1nu 

(2) 

(3) 

显然，当 y0< y< 。。时， (y)，叩(y)有意义且非 

空．在上面的假设下，由 H ．控制理论知(3)一定存 

在最优化解 ，记为 Q0．因而控制器的设计 目标归结 

为如下的混合 Ii／H ．控制问题： 

(y)_Q ) 一UI QV II 醇)lI lI1． 
(4) 

引理 1[11 J 设 h∈ 21．则 hI1 E-21当且仅当 

inf I盂( )I>0(其中 盂表示h的 变换)． 

引理 2l J 设 是Banach空间，则其对偶空间 

中的任意有界闭集都是 紧的． 

文中没有特别指明的符号及所用结论请参见文 

[11]． 

3 目标集的凸性及目标函数的连续性(Con． 

vexity of objective sets and continuity of ob． 

jective functions) 
为解决上述提出的问题我们有必要研究目标集 
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和目标函数的一些性质 ． 

命题 1 (y)，叩(y)分别是空间 t和 

” ‘
、 中的凸集 ． 

证 显然 ()，)c X O,Wl，叩(y)∈ ，．按常 

规证 明容易得到凸性． 

下面考虑对足够大 的 a >0引入优化 问题 (4) 

的辅助问题 ： 

v(y) 
口∈ ( —lf。 。fl Tl—U1 Q l fl l 

⋯ ，
jnf cl }I1． (5) ∈ (
y)．II口II，≤。 

命题 2 对 y0<y< ∞，有 v(y)= (v)． 

证 用到引理 1，类似于文[5]的证明容易得到 

(略、． 

为证明目标函数的连续性，我们引入以下各量． 

取 u>max{a0，lI Q lI 1}．定义集合 

vo--{Q∈ 昂 ：lI Q lI 1≤ a}， 

0 = 

： = Tl—Ul Qvl，II Q II l≤ a，Q∈ f “ ，：． 

则li,J题(5)可以写成为： 

v(y)=
⋯

inf
、 
Il T1一U1 Qv1 Il 1= 

口∈7(y)n 

inf Il Il 1． 
∈ ∈ty Jl1 

定理 1 对任意的 y>y0， (y)和 v(y)都是 

连续 函数． 

证 由于 Q0∈ 昂 是(3)的最优化解，即 

II 一U Q0 V Il =y0= 

inf I； 一U Q0 V lI ． 
口∈ 

对 7o< 71< y2< ∞，立 即有 Q0∈ (71)c 

7(y2)，故 (y1)≥ (y2)．又对任意的 Q2∈ 叩(y2) 

n 珈，令 t=(72一y1)／(y2一 )且 Q1=￡Q0+(1 

一 t)Q2．常规计算得 Q1∈ 7(y1)n ．记 =T1 

一 U1 Q Vl，i=1，2．这样 

v(y1)一 lI 1一U1 Q2 V1 lI 1≤ 

lI T1一U1 Q1 V1 lI 1一 lI 1一U1 Q2 V1 lI 1≤ 

lI U1一(([}1一Q2)V1 lI 1≤ lI 1 lI 1 lI 1 lI 1 lI Q1一Q2 lI 1≤ 

2at ji l jj 1 lI l II1=： ， 

所以 v(y1)一 (72)≤ ．又由命题 2知，对任意的 

7o<7< ∞，有 v(y)= (y)．故 (y1)一 (y2) 

≤ ．从而对任意 ￡>O，存在 ∈(0，7—70)， < 

e(y一7O)／p使得 

0≤ ()，)一 (y+ )≤ ： 

p <p <e． 

由此可见， (y)和 v()，)都是关于 ’，>70连续函数 

证毕 ． 

4 混合 ll／H 一控制问题的逼近(Approaxima— 

don of mixed l a／H 一control problem) 

由了优化问题(4)和辅助问题(5)均是无穷维凸 

规划问题，难以直接求解 ．下面我们将用截断问题去 

上下逼近它们的最优化 目标 ． 

4．1 下界逼近(Approximation of lower bounds) 

首先定义集合 

f (y)= {， ：P =P，v(T1一U1 Qv1)， 

l P，v =P，v(T 一U Q )， 

l Il lI ≤y，Q∈f }， 

【 (y)：{Q∈f ： =T1一U1 Qvl∈ (y)}． 

(6) 

(7)， (7)分别与 (7)，叩(7)的不同之处在于 

(7)， (y)是经过 (y)，叩(y)中的变量截断而 

成的集合且显然 (y)D (y)D (y)，77(y) 

D 77~“(y)D (y)． 

混合 fl／H 一优化问题(5)的截断问题构造如下： 

(7)= f Il’ Il 1= Il 一 1 Q 1 Il 1． 
∈ ’(7)n∈0 Q∈ ’(7)n 7n 

(7) 

这是一个有有限多个约束和有无穷多个变量的最优 

化问题．下面我们将其转化为有限维最优化问题．为 

此我们定义 

f拿 (y)={， ：尸～ =P，v( 1一 1 Q 1)， 

尸Iv =PN(T 一U Qv )， 

{ lI lI ≤7，Q∈f u ， (后)：0， 

I (后)=0，p(后)：0，后>N}， 

【 (y)={Q∈印 ：， = 一 1 p ∈ (y)}． 

(8) 

()，)， ()，)与 ()，)， (7)的不同之处在于 ， 

，Q在 (y)， (y)中是有限维的，而在 (y)， 

(7)中可以是无穷维的． 

构造优化问题： 

()，)= inf lI lI 1： nf lI 一 1 Q 1 lI1． 
∈ ’(y)n 口∈i (r)F1 

(9) 

这是问题(7)的截断问题，是一个有有限多个约束和 

有有限多个变量的最优化问题 ．一定存在有限脉冲 

响应解，即 Q ：(0(o)，Q(1)，⋯，Q(Ⅳ)，0，⋯)为 
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(9)的解 ． 

命题 3 对问题(7)和(9)，有 (y)： (y)． 

证 易得 ． 

定理 2 问题(5)的最优化解存在，且对任意整 

数 N ≥ 0，有 ，v(y)≤ 坐，v+l(y)≤ (y)，从 而 

． ．

1ira (y)= (y)． 
～ — ∞  

证 令 Q，v+l为坐，v+l(y)的最优化解，即 ， +1 

： Tl—UlQ，v+l V1满足优化问题坐，v+l(y)．因为 

ll P，v(T 一U (PNQ，v+1)V )ll ≤ 

lI P，v+l( 一U Q，v+l V )l} ≤ y． 

可知 ， +l为 (y)的可行解，于是 

，v(y)≤ ll P，v( l—Ul Q，v+l V1) l≤ 

ll P，v+l( l—Ul Q，v+l V1)lI l≤v
_ lv+l(y)． 

即 (y)≤v_ lv+l(y)．又因为对任意的 Q∈ (y)n 

770有 

ll尸～( 一 Q ) ≤ Il 一 Q ≤y． 

故得 (y)≤ +l(y)≤ (y)．再用到命题 3知， 

，v(y)≤ +l(y)≤ (y)． 

另外，对任意 Ⅳ，设 Q，v为(9)的最优化解，即 

， ：T1一Ul Q，vVl满足优化问题(9)．因而 ll Q，v ll l 

≤ a．由引理2知存在 Q，v的子列Q，v使得Q，v— Q 

∈哗 依昂 的 拓扑收敛．因而 ll Q lI l≤ 

＆，且对任意的 Ⅳ及Ni≥ N，有 

lI ( l—Ul Q，v V1)II 1≤ 

P，v( l—Ul Q，v V1)lI l= (y)． 

又因为 (y)是单增有上界的序列，故极限存在 

(记为 im (y))，且 im (y)≤ (y)．于是 

II ( l—Ul Q V1)lI l≤lim (y)． 

这表明 Q 是(9)的可行解．由此及 Ⅳ的任意性有 

lim VN(y)≥ (y)．从而l ，v(y)= (y)．由命i im 

题 2知 (y)= (y)．这表明 Q 是问题(5)的最优 

化解．进而得 im ，v(y)= (y)． 

注 1 由定理 2的证明知 (y)≤ (y)，称 

(y)为最优化问题(4)的超优化值．相应的问题 

(7)称为超优化问题．定理 2的结论表明可用超优化 

目标值去从下逼近问题 (4)的最优 目标值．无论如 

何，超最优化问题的解一般不是(4)的可行解．它同 

时证明了混合控制问题(4)的辅助问题(5)优化解的 

存在性 ． 

4．2 上界 ~(Approximation of upper bounds) 

为用上界逼近最优化目标，对任意整数 N≥0， 

定义 

(y)= { ： ：Tl—Ul QVl， 

ll = T 一U QV ≤y， 

Q∈ 昝 ny，Q(k)=0，k>N}． 

矿(y)：{Q∈f u ： ： l—U1 QVl∈ (y)}． 

(10) 

()，)， ()，)分别与 ()，)，呀(y)的不 同之处在于 

(y)， (y)中的变量 Q是有限维的，而在 (y)， 

(y)中是无穷维的．换言之， (y)， (y)是经过 

(y)， (y)中的变量截断而成的集合且 (y)c 

(y)， (y)c (y)当 y> y0时，容易找到 Ⅳ0 

≥0使得当 N≥ No时有 (y)≠ (空集)． 

混合 fl／H ．控制优化问题(4)和辅助问题(5) 

的 Ⅳ次截断问题构造如下： 

(y)=
Q∈

i nf㈩ 一 ·Q · ) lll， 

(y)_
Q∈猫n ll TI-UlQVl ∈ n：0 l}1． 

(11) 

定理 3 对任意整数 N ≥ 0，有 ，v(y)≥ 

，v+1(y)≥ (y)且lim ，v(y)： (y)． 

证 用到定理 l，类似于定理 2的证明(略)． 

注 2 ，v(y)称为lJH ．控制问题的次优值． 

定理 3意味着可用次优目标值从上逼近混合ll／H ． 

问题的最优化目标值 ． 

4．3 截断问题解的收敛性(Convergency of solutions 

for truncation problems) 

对任意 Ⅳ，设 为问题(7)的最优化解，且设 

是问题(5)的最优化解． 

定理 4 (， ， l， 2，⋯)是 (y)n o中的 

收敛序列 ，且收敛到 ． 

证 对任意整数 Ⅳ≥0，由平行四边形法则得 

ll( + ，v)／2 = 

(1 1 ll}+ll， )／2一Il 一 ll}／4． 

由命题 l知 (y)是凸集，进而 (y)n 是凸集． 

故( +， )／2∈ (y)n 0，进而 ll( + 

， )／2 ≥ Il II}．由定理2知lim Il， lIl： 

ll Il 1．这样，lim ，v一 lIl=0． 证毕． 

这一结果同时说明只要存在 (y)n 的元 

满足 Il II = 
～
inf

、 
Il II l，则它一定是 

∈ (7)n ‘ 

唯一的．因而说明了问题(5)的最优化解是唯一的． 
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5 算~1](Numerical example) 

考虑如图 1所示的系统 ，被控对象为 

P ： 

+ 2 

一 0．5 

一  + 1 

一 0．1 

— 0．42 + 1 

一 0．5 

一 0．1 

一 0．5 

O．6 +0．9 

【 = ： 
一 0．7 

一  一 0．1 

— 0．42 + 1 

( =Q： 
一 0．9 + 1 

一  ( 一0．1) 

对 Pll进行互质分解，Pl1=NM～，NX+MY=1．其 

中 Ⅳ = +2， = 一0．5， = 一0．1，Y=一 

一 2．4．由Yoga参数化方法，闭环系统传递函数为 

= TI—UI QVI，中 =T 一U Ov ． 

其 中 

Tl=22_0
． 5a+1， l= 一1．5 +0．5， l=1， 

T =0．1 一0．01，V = 一0．6A+0．05，U =1． 

这样，上述次优化问题(11)可以写为如下的非线性 

规划 问题 ： 
+2 ∞ 

，v()，)：inf{∑ l ( )l+∑ l TI( )I} 
i=0 l=N+3 

(*) 

( )：TI( )一∑Q( ，1(i一 
』：0 

中( )：T ( )一∑Q(j．)v (i— 
』=0 

m  ax 

2
。中( ≤ y’ 

3

。 m( ≤ y， 

∑ l Q( ≤a， (J．)：0， 
』=0 

中(J．)=0，Q(j)=0，J．>N． 

(12) 

同理超优 问题 (9)可化 为如下 问题：v (y)= 
V 

inf{∑ l ( )l}，约束条件如上(12)只将第3行改 
I=0 

为
。

m  

，

a x l中(J．)l≤ y·我们用 N-P插值法计算得 y0 

= 0．4750．取 y=0．6，并对 a：104用 Matlab 5．3及 

优化工具箱frnincon(·)寻最优目标值得到，如下表 1． 

表 1 最优 目标值之比较 

Table 1 Comparison of optimal objection values 

由上表可知当 N =9时，上述混合问题 Ii／H 

的优化目标值 v(0．6)的范围是：1．2738<v(0．6)< 

1．2787．满足上、下界的优化解分别为 

= 0．05702 0．00952。+0
．

01282’+ 

0．0236),6+0
． 0367), +0．0643), + 

0．1054),3+0
．
1861 +0．3302), 一0．4412， 

= 0．5552), 0．1476),。+0
．

0561),’+ 

0．0104),6+0
． 0442), +0．0582), + 

0．1044),3+0
．
1856), +0．3305), 一0．44 10． 

注 3 为计算的方便，我们只以 SISO系统作为 

例子．对于 MIMO可以用同样的方法得到控制器， 

这时需将(*)式中的范数改为 2 的范数．另外， 

从算例的结果我们可以看到设计目标值越接近优化 

目标值，控制器的阶次越高．这与传统 2 控制器设 

计效果一致，但是我们的方法不需要检验零点插值 

条件． 

6 结论(Conclusion) 

本文研究了 MIMO离散时间系统混合 ， ／H 一 

控制问题．用所谓的尺度一Q法通过引入辅助优化问 

题代替原优化问题，证明了辅助优化问题的截断序 

列问题解的收敛性，其极限为混合 ， ／H ．控制优化 

的辅助问题的最优化解 ．还给出了优化 目标值的上 

下界逼近．这一方法不仅避免了用零点插值方法解 

， 优化问题的困难，而且也便于实际操作．最后，算 

例说明方法的可行性． 
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