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1 引言(Introduction) 

自上世纪 8O年代以来 ，微分一代数系统理论 日 

益受到人们的广泛关注，这是因为它能更精确的描 

述一些物理系统和经济系统，如电力系统，受限机器 

人，投入产出模型等．目前，线性微分一代数系统理论 

已经发展得比较完善，并得到了广泛的应用．进入 

9o年代，非线性微分一代数系统理论开始得到快速发 

展，特别是在一类非线性微分一代数系统上，有了一 

大批成果【1．2 J．对于一般形式的非线性微分一代数系 

统，比较优秀的成果有文[3]，可用来确定稳定平衡 

点的吸引域，这在电力系统的稳定性分析上得到了 

应用．对于一般的非线性微分一代数系统的控制问题 

的研究也有了一些结果，文[4]讨论了观测器问题， 

文[5]讨论了线性化问题，文[6]讨论了H 控制问 

题，但目前的研究还处于起步阶段．关于 H 控制问 

题，对于正常状态空间系统研究的比较多，例如文 

[7，8]．如何把这些结果推广到微分一代数系统值得 

研究，文[6]首先考虑了这一问题，并得到了许多结 

果，由于条件的复杂性，不少情形有待深入研究． 

本文从另外一种角度考虑这一问题，把文[9]的 

思想应用到非线性微分一代数系统上，并考虑 2一增 

益分析及状态反馈 H 控制问题，把文[8]的一些结 

果推广到非线性微分．代数系统．在一定条件下，给 

出了控制器的设计，并保证闭环指数为 1且零解渐 

近稳定． 

2 预备知识及引理(Preliminaries and a lemma) 

考虑非线性微分一代数系统 

f 1=fl(Xl，X2)，Xl(0)=Xl0， ，、 

【0： (Xl，X2)． 

其中，1：E琶，I 一 ，厂2： ～ 一 凰 是光滑映射，且 

^(0，0)=0， (0，0)=0； 1∈R“， 2∈R 分别是 

系统的动态变量和瞬时变量．记 ( 1， 2)关于 2 

的Jacobi矩阵为 Dx A(x1， 2)．若 D A(o，0)非奇 

异，则由隐函数定理知，在( 1， 2)=(0，0)点附近， 

存在唯一的光滑映射 P：R“一 R ，使 2=p(x1)， 

p(0)=0，代入(1)的第一个方程，得 露1= ( 1)， 

(0)：0，其中 ( 1)= ( 1，p(x1))，由此可见 

此时系统(1)退化为正常状态空间系统，因此我们给 

出如下定义 ： 
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定义 1 称非线性微分．代数系统(1)是指数为 

1的且零解渐近稳定，如果 D f2(o，0)非奇异，并且 

系统 可 以退 化 为零 解 渐 近 稳定 的正 常状 态 空 间 

系统 ． 

注 1 定义 1是线性微分．代数系统相应概念 

的自然推广．我们在考虑非线性微分．代数系统的控 

制问题时，一般也要求加上控制器后系统闭环指数 

为 1并且零解渐近稳定，这在工程应用上有着现实 

意义 ． 

￡，．增益反映了系统输出对干扰输入的敏感程 

度，是系统相对于外部干扰的一种鲁棒特性．对非线 

性正常状态空间系统而言，￡2．增益分析构成了 H 

控制的基础．类似于非线性正常状态空间系统，我们 

给出非线性微分．代数系统的 ￡2．增益及 H 控制等 

概念 ． 

考虑这样一类非线性微分．代数系统 

r l：fl( l， 2)+gl( l， 2)W， l(0)=XlO， 

{0：f2( l， 2)+g2( l， 2)W， 
【)一 九( 1)

． 

(2) 

其中 fl： ～ 一 ，f2： ～ 一 ，gl： “一 

，g2： 一 ，h： 一 是光滑映射 ，且 

，l(0，0)=0，f2(0，0)=0； l E ， 2 E 分别是 

系统的动态变量和瞬时变量，W E 是干扰输入，y 

∈ 是系统输出 ． 

定义 2 称非线性微分．代数系统(2)具有小于 

或等于 y的局部￡2．增益，如果在初始状态 lo=0 

下，对任意的 T>0，系统满足 
rr 

I ll y(t)ll dt≤ 
J U 

y I ll W(t)fI dt，v W E LC=[0，T]． (3) 
0 

其中 y是事先给定的一正数，c是充分小的正数， 

￡ [0，T]为定义在[0， ]上的幅值小于或等于c的 

函数组成的集合． 

注2 与文[7，8]相比，本文对干扰信号 Ⅲ作了 

较强的限制，即W E￡ [0，T]，c是充分小的常数， 

称之为局部干扰信号．若 W=0时，系统指数为1，即 

D _厂2(0，0)非奇异，则由隐函数定理，易见对克 r“／／．1 " 

的 w，(2)的第二个方程不会被破坏，并且存在唯 一 

的光滑映射， 2=j5( l，w)．将 2=55( t 入 

(2)的第一个方程，则系统(2)等价地变勺一· 非 射 

正常状态空间系统 l=厂l( l，j5( l I ，。 ( ， 

( l，W))Ⅲ， l(0)= lo．因此，当系统指数为 1时， 

在局部干扰下，系统(2)的从充分小的初值出发的 

解存在唯一．一般情况，若像文[7，8]那样仅仅假设 

W∈ L2[0，T]，则代数方程很可能受到破坏，例如 

sin( 2)+ { i+W=0， l， 2，W∈j置，当l W l充分 

小时关于 2可解，当 W >1时，该约束方程就不再 

成立 ． 

注 3 对任意的 ，对充分小的干扰及充分小 

的初值 ，系统的解能否延拓到 呢?这是一个值得进 
一 步研究的问题．专著[10]中第五章对于仿真系统 

用了较长的篇幅讨论了这一问题，给出了干扰和初 

值的一个范围．对于系统(2)，注 2已经说明可以纳 

入非仿射正常状态空间系统的框架 遗憾的是，关于 

这方面的相应结果未见报道．本文重点讨论控制问 

题，与文[7，8]类似，总假设系统的解对充分小的初 

值及干扰在[0，T]上是有定义的． 

下面我们考虑一类带控制项的非线性微分．代 

数系统 

f l： ( l，X2)+gll( l，x2)w+gl2( 1)u，xl(O)： l0． 

{0： ， ( l， 2)+g21( l， 2)W+g22( 1)u， 
【， f。( 1)

．  

(4) 

其中 ： 一 ，厂2： ～ 一 ，gn： 一 

R ，g12：墨“÷ 盟 ，g21： ” ÷ 量 ，g笼：R 

R p，h： 一 是光滑映射，且 厂l(0，0)=0， 

，2(O，0)=0； l E ， 2 E 分别是系统的动态变 

量和瞬时变量，W E彤 是干扰输入，u∈ 是控制 

输入，y E 是系统输出．若对系统(4)实施状态反 

馈u： ( l， 2)， (0，0)=0，则显然闭环系统为 

l=厂l( l， 2)+gl2( 1) ( l， 2)+gl1( l， 2)加， 

l(0)= l0， 

0=厂2( l， 2)+g笠( 1) ( l， 2)+g2l( l， 2)l ， 

Y：h( 1)． 

(5) 

定义 3 所谓非线性微分．代数系统(4)的状态 

反馈 H 控制问题，就是寻找状态反馈(如果可能)u 

=  ( l， 2)， (0，0)=0，使得当 W=0时，闭环系 

统(5)是指数为 1且零解渐近稳定的，当 W≠0时， 

在初值条件 lo：0下，闭环系统(5)具有小于或等 

于 y的局部￡2．增益，即(3)成立，其中 y是事先给 

定的一正数，c是充分小的正数． 

定义3可见，要使状态反馈 H 控制问题可 

解，首先要保证闭环系统(5)当 W=0时是指数为 1 
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且零解渐近稳定的．但从定义 1出发判断微分一代数 

系统是否指数为 1且零解渐近稳定并不是一件易 

事，下面我们把正常状态空间系统理论中的 Lya— 

punov方法推广到微分一代数系统． 

引理 对非线性微分一代数系统(1)，若如下两 

条成立，则系统指数为 1且零解渐近稳定． 

1) 

／2 ⋯  l (0
，0)J⋯ 

2)存在光滑函数 V( l， 2)≥0，满足 v(o，0) 

= 0， v(o，0)>0，当 l≠0时，V( l，0)>0，并 

且 

[Dx l'0),D~
2 
V ，0)] 

(6) 

而且使上式等号恒成立的系统轨线必满足 l(t)； 

0，其中 Dx v(o，0)表示 V( l， 2)的 Hessian矩阵 

D V( l， 2)在零 点 处 的取 值，[D ，V( l，0)， 

V( l，0)]表示 V( l， 2)的梯度向量在 2=0时 

的取值，在这里梯度向量表示为行向量． 

证 记 

W( l， 2)= 

[Dx
,
V ’0) l'0)] ． (7) 

由于 V( 1， 2)在( 1， 2)=(0，0)点处取最小值 ， 

故 [D 
．
v(o，0)，D v(o，0)]= 0．再 由 (7)得 

w(o， 2)=0，考虑到条件 2)，易见 W( l， 2)在(0， 

X2)处取得极大值，故[Dx，w(o， 2)，D w(o， 2)] 

= 0．经简单计算可得 

D 
l 
W(xl，x2)= 

。 c 。，。，， c 。，d， [ ： ：： ；]+ 
厂 c 。， ：，， c 。， ， [ ： ]．c8， 

从而 

0 = Dx
。
w(o，x2)= 

[ 吣： {(0 )]【‰oqv (o,，0)o)]．(9) 
上式两边对 2求 Jacobi矩阵，然后令 2=0，得 

D (0，0) (0，0)+ v(o，0)D 2厂2(0，0)=0． 

(10) 

由条件2)知 Dx v(o，0)>0，故 

(0，0)=-[oqv(o，0)] (0，0) (0，0)， 

(11) 

于是 

『． (0，o)-I 

ran 2厂2(0’0)]=rankl (0’0)j 
(12) 

即D (0，0)非奇异，故在原点附近存在唯一的光 

滑的隐函数 2=P( 1)，P(0)=0．下证系统 l= 

( l，p(x1))零解渐近稳定，设 ( 1)=V( l，0)， 

易见 ( 1)是正定 函数．由于 2= p(x1)是 由 

( l， 2)=0在原点附近确定的隐函数，故 厂2( l， 

P( 1))=0，令(6)中的 2=P( 1)，则得 
．

V( l， 

0) ( l，p(x1))≤0．下面考察 ( 1)沿 l：A(xl， 

P( 1))的轨线的导数： 

： D ( 。) ( 。，p( 。))： 

．
V( l，0)̂ ( l，P( 1))≤0． (13) 

若存在 l= ( l，P( 1))的轨线 l(t)使(13)中 

等号恒成立，则 l(t)， 2(t)=P( l(t))满足系统 

(1)，并且(6)中等号恒成立，从而由条件2)得 l(t) 

； 0，应用 Krasovskii定理即得 戈1=^( 1，P( 1)) 

零解渐近稳定．综上，由定义 1，得系统(1)指数为 1 

并且零解渐近稳定． 

为了便于下一节中定理的叙述，我们给出如下 

定义 ： 

定义 4 称 W=0时的微分 一代数系统(2)是零 

状态局部能检的(记为{ ， ，h}零状态局部能检)， 

若在原点附近系统的任何一条轨线( l(t)， 2(t))， 

由 h( l(t))；0可推得limxl(t)：0． 

注 4 定义4是文[8]中零状态局部能检性定 

义的自然推广． 

3 主要结果(Main results) 

定理 1 考虑非线性微分一代数系统(2)．若 

[D： (0，0) D： (0，0)] 列满秩，{ ， ，h}局部 

零状态能检，且存在光滑函数 V( l， 2)≥0，满足 

v(o，0)=0，D v(o，O)>0．当 l≠0时，V( l，O) 

>0，并且 

[ ( l，。)， ( l，。)一 tf
2(x l,X 2

’

)

)1

]+ 

1[Dx ( l，0)， ( l，0)]· 
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1 r( 
1) ( 1)≤O， (14) 

则系统(2)在 W=0时，指数为1且零解渐近稳定，且 

当 ≠0，初值 1(0)=0时，对任意的 >0，有(3) 

成立，其中 y是事先给定的一正数，c是充分小的 

正数 ． 

证 由条件(14)易得 

c 。，。 ，Dx
2 
V 。，。 [ ：：：： ；]≤ 

1 r( 
1) ( 1)≤O． (15) 

当 =0时，若存在系统的轨线 1(t)， 2(t)使上式 

等号恒成立，则由(15)可见，h( 1(t)) 0，由{̂ ， 

，h}局 部 零 状 态 能 检，得 limx1(t) = 0．对 

V( 1(t)，0)求导，由复合函数求导法，得 

dV( 1(t)，0) 

d￡ 一 

。 ，。 ，Dx
2

V 。 ，。 [ ：： ；：： ；；]． 
(16) 

故 V( 1(t)，0)； a，a为一常数．注意 

a=V( 1(t)，0)=limV( 1(t)，0)= 

V(1imx1(t)，0)=v(o，0)=0， (17) 

故 V( 1(t)，0)；0．由于 1≠0时，V( 1，0)>0，因 

而 l(t) 0．由引理可知，系统在 W=0时，是指数 

为 1且零解渐近稳定的．当 W≠0， 1(0)=0时， 

dV( 1(t)，0) 
d￡ = 

[ ( 1(￡)，O)，D ( 1(￡)，O)]。 

)≤ 
一  一 专 )’o) )’o)]- 

‘ 

9 ‘ 

从而 

： ；]lI +萼r r ” 一吉r r 。 r r：≤ 
『『 一 1『『)，ll 2

， 

(18) 

( 1( )，o)一 (o，o)≤吉l (y Il 一I1)， d￡． 
(19) 

再由 v(o，0)=0，即得(3)成立． 

下面我们讨论非线性微分一代数系统(4)的状态 

反馈 H 控制问题． 

定理 2 考虑非线性微分一代数系统(4)，若 

『- ， (o，0)g12(o)] 

D (0’0) o)j≥ 

即存在常阵 K，使得 

『- ，A(o，0)+gl2(o) ] 

lDx， (o，0)+g22(o)KJ 
列满秩 ． 

2)存在光滑函数 V( 1， 2)≥0，满足 v(o，0) 

= 0，Dx v(o，0)>0．当 1≠0时，V( l，0)>0，且 

[ ， ( ·，。)，Dx
2V( ·，。)][L／1‘(

x 

1

,,

’

x g J+ 

[ ．V( 1，0)，D V( 1，0)]· 

{2~[
。

g

⋯

n(

⋯

x l'

， ～

x2

，

)][
。

g

⋯

n(

⋯

xl

，

' x

，

2 

，

)l 一 

]+ 
1 h ( 1)h( 1)≤0． (20) 

其中 

( 1，X2)=A( 1， 2)+g12( 1)Kx2， (21) 

厂2( 1， 2)= ( 1， 2)+g22( 1)Kx2． (22) 

3){ ，厂2，h}零状态局部能检，则在状态反馈 

u=Kx2+l( 1)下，系统闭环在 W=0时，指数为 1 

且零解渐近稳定，且当W≠0，初值 1(0)=0时，有 

(3)成立，其中 y是事先给定的一正数， 

‰  )]．(23 
证 当 W：0时，在状态反馈 u=Kx2+l( 1) 

下 ，系统闭环为 

1 = ( 1，X2)+g12( 1)Kx2+g12( 1)l( 1)= 

( 1， 2)+g12( 1)l( 1)， 

0= ( 1，X2)+g22( 1)Kx2+g22( 1)l( 1)= 

厂2( 1，X2)+g22( 1)l( 1)． 

(24) 

+ 

1●●●●●J  

、  、  O  O  

／  ／  

1  2  
r  r  D D 

—．．．．．．．．．．．．．．．．．．L  r 

1____l-J  

、  、  

2  2  

／  ／  

1  2  b0 b0 

-．-___________【  

1____l-J  

、 、  

2  2  

／  ／  

1  2  b0 b0 

-．-___________【  
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利用条件 2)，与定理 l的证明类似，当 w =0时，系 

统闭环指数为l且零解渐近稳定．当w≠0，且 l(0) 

： 0时，沿闭环轨线对 V( l(t)，0)求导，得 

dr( 1(t)，o) 

D ( l，0)，Dx： ( l，0)]· 

( l， 2)+g12( 1)l( 1)+gll( l， 2)w1 

五( l， 2)+g22( 1)l( 1)+g2l( l， 2) J一 

‰ ，。)， ：‰ '0)j1．rj ~l(Xl, X2)l
一 。) 

[D．h V( t，。)，。 ： ( t，。)]【gg2̈1 ( X l
,

， 

X2 )
1j ≤ 

一 告ll l(xt)l1 z一 1 lI ( 。)lI z+ lI z≤ 

l1 一 1 l1)， (25) 

两边从 0到 T积分，并由 (0，0)：0，得 

j n(11 l1 一y ll ll )dt≤一2V( ( )，0)≤0， 
(26) 

此即(3)成立． 

例 设 系统方 程 为 

l 
l 2 + 2 

i 

+ ， 

=  i+ 1． 

显然 ，定理 2中的条件 1)被满足．令 

K=1，V( l， 2)= }+( l—x2) ， 

易见 V( l， 2)≥0，满足 

v(o，o)=o， V(0，0)=4>0． 

当 l≠0时，V(xl，0)=2x}>0， ．V(xl，0)： 

4 1， V( 1，0)=一2xl，则条件 2)中的不等式为 

4 { 一2 + 1 { 3+( 一号 ≤0． 
易见若 y> 1，则在( 1， 2)的充分小邻域内条件 

√3 

2)，3)均能满足．所求状态反馈为 ／／,= 2+2 I． 

4 结束语(Conclusions) 

本文分析 了一类非线性微分一代数系统的局部 

L，增益，并讨论了状态反馈 H 控制问题，在一定条 

件下给出了控制器的设计，并保证了闭环指数为 1 

且零解渐近稳定．这在一定程度上推广了正常状态 

空间系统状态反馈 H 控制问题的结果 ． 
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