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机器人 LFT变增益 H∞控制 

虞忠伟，陈辉堂 
(同济大学 信息与控制工程系，上海 2OOO92) 

摘要：针对平面两关节直接驱动机器人，基于 皿技术提出一种设计能保证在整个运动范围内始终具有很好 

动态性能的u丌变增益 H 控制器的新方法 ．将机器人系统转化为以两关节夹角余弦值为变参数的 LPV模型并表 

示为关于变参数的 u丌结构 ，利用变参数的测量值设计具有相同u丌结构的U H 控制器，将此控制器的设计等 

价为以变参数为不确定项的 LTI鲁棒控制器的设计并给出控制器可解的 ElVeS条件 ，然后归纳出获得控制器的求 

解方法．此控制器既克服了传统变增益控制器的缺陷，又利用变参数的测量值降低了控制器设计的保守性．实验结 

果验证了此控制器的有效性和先进性 ． 

关键词 ：机器人；LFr；变增益 H 控制； 皿 
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LFT gain scheduled H control for a robotic manipulator 

YU Zhong．wei．CHEN Hui．tang 

(Department ofInformation and Control Engineering，Tongji University，Shanghai 200092，China) 

Abstract：A new approach tO design all U丌 gain scheduled H controller guaranteeing go0d dynamic perfonnance in the 

whole operation rangefor aplanartwo-joint direct drive roboticmani~ atorwaspresented．The robot systemwastranslatedinto 

all uⅣ (1inear parameter varying)model taking the cosine ofjoint betw~n two joints as the varying parameter．This LPV 

model Was expressed as U盯 $tl'UCture about the varying parameter．Using the measured value of the varying parameter．the 

LPv H controller Was designed with the same U盯 structure．Th e controller design was equivalent to the robust LTI controller 

design taking the varying parameter as uncertainty term．The solvable UⅢs(1inearmatrix inequalities)condition ofthe designed 

controller Was given and the solved method to obtain the controller Was induced．Th e designed con troller not only OverIx舶峨 the 

limitation of the convenfion~ gain sched uled controller，but also reduces the conservation via the measured varying par'dfllP．~l"． 

Experiment results prove the effectiveness and advancement of the designed controller． 

Key words：robot；u丌(1inear fractional trasfonnafion)；gain scheduling H control；LMI(1inear matrix inequality) 

1 前言(Introduction) 

变增益(gain scheduling)控制在实际应用中被证 

明是非常有效的【1．2J，机器人作为一个强耦合、非线 

性的系统，动力学特性随着其几何特性和惯量的不 

同而改变，同时，运动中存在动态不确定和外部干 

扰，为保证机器人在整个运动范围内具有很好的动 

态性能，控制器设计需结合两方面目标：一是干扰衰 

减和鲁棒稳定；二是控制器动态应随机器人几何特 

性和惯量实时调整 ．第一个 目标可用 H 综合技术 

加以解决 3，第二个 目标就需要利用变增益技术【4J． 

但传统变增益控制【5 J不仅在设计和执行时复杂， 

而且对其全局性能缺乏理论证明，同时只适合系统 

状态变化缓慢的对象．本文引入了 LFI"(1inear frac． 

收稿日期：2000—04—03；收修改稿 日期：2001—10—22 

tional transformation)技术，将机器人系统转化为以关 

节位置的函数为变参数的U，v(1 parameter vary． 

ing)模型并表示为关于变参数的 u 结构，从减少 

控制器设计的保守性出发，利用变参数设计一种具 

有同样 U 结构的 LPV H 控制器，其动态随着变 

参数测量值平滑地变化，从而克服了传统变增益控 

制的缺点，具有处理快速变化系统的能力，同时它的 

自适应特性使控制器又具有很高的动态性能．本文 

将用到 LFT的两种形式：对于适当维矩阵 R和．s： 

r．s T T ．s1，1 J “ “l
， 定 义 上 u可 为 F (S，R)= S22+ 

．)21 ,322 

．s21R(，一．sl1R)-1．s12，下 LFr为 F1(．s，R)=．sl1+ 

St2R(，一S=R) ．s21． 
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2 机器人系统的 LPv转化及其 LFr表示 

(LPv transformation of a robotic system and 

itS LFT expression) 

图 1所示的平面两关节直接驱动机器人，其动 

力学方程表示为【 ]： 

[6。。。 一 。，6c。s‘ 
C

2 一 1

’][；：]+ 

r bO~sin (02-0 1bO~sin 0 0 (1) 【 (2
— 1)J 【r2J’ ⋯ 

其中 

a=5．6794kg·m2，b=1
．

4730kg·m2
，
C=1．7985kg· ． 

图 I 直接驱动机器人示意 
Fig 1 The direct-drive robotic manipulator 

利用雅可比线性化将机器人动力学方程(1)在 

平 衡 族 = (0l 02 l 2 )T = 

(01 02 0 O)T，Z"e=(0 O)T线性化为： 
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其中 

1= 01— 01 ， 2： 02— 02 ， 

1 ： 1 一 1 = 1， 2 = 2 一 2 ： 2， 

r1 r1 一 r1 e = r1， Z"2 Z"2 一 Z"2e = Z"2’ 

』】l =0c—bzcosz(02 一01 )． 

(2) 

因 伽》 b ，所以Me oc，这样式(2)写为状态 

空间的形式为： 

其中 

A = 

B = 

O 0 

O O 

O O 

O O 

l O 

0 1 

O O 

O O 

O 

0 

= ( 1 2 1 2)T，“=( 1 2)T． 

从式(3)知矩阵 B为 COS(02 一01 )的线性函数，而 

02 一01 是图 1中关节 1，2的夹角，它决定了式(3) 

的动态特性，实际中可以以01和 02的测量值作为平 

衡点来对系统(3)进行线性化，这样随着 0 和 0 的 

变化，式(3)是关于 COS(02—0】)的连续 U)V系统， 

本文就是要利用不同夹角处的COS(02—0 )值来设 

计变增益控制器，以提高控制性能．设 r(t)： 

COS(02 一01 )，图1可知02 一01 ∈[一兀，0]，贝4 r(t) 

∈[r in’r～]=[一1，1]．(3)式中B可写为B：B2 

+ 旧 ， 

B2= 

O O 

O O 

． ． —

1
—

0 
a 

， Br= 

O 

O 

O 

b 
- _

— — —  

a c 

O 

O 

b 
— ●

— — —  

0C 

O 

设 z =u， = ，则式(3)的LPV系统可表示为 

关于变参数 r(t)的U可结构： 

f = Ax + B，W + B2u， 

(4) 

3 LFT变增益 H 控制器设计 (u gain 

scheduled H controller design) 

3．1 控制器结构(The controller structure) 

设干扰项 W(t)为模型误差、动态不确定和外 

部干扰引起的等价扰动，性能指标 z(t)表示对干扰 

(t)的扰动抑制性能，(4)式可扩展为： 

(3) 其中 

= Ax + B，W + B1 W 4-B2 u， 

zr= C,x + Dr rwr+ Dr1 + D 2“， 

z=C1 +Dl rW +Dll W"4-D12 u， (5) 

Y = C2x"4-D2，1正)r+ D21W + D u， 

W =rY, (I r I<1)． 

一 

o  o  。 

S  
O 
C  
6一∞ 

一 
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r  卜 1 0 0 01 n L 【
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p1 0 

0 、／p 

『o o1 【
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g ≥0(i=1，2，3，4)和l0 ≥o(j=1，2)为性能指标 

加权系数．性能指标系数矩阵 C1，D1，，Dl1和 D12的 

获得是由于要求对任意扰动 W∈L2[O，+∞)，闭环 

专f ( }+g2 ；+g3 ；+g4 2+／01／／,}+P2u < 

一  

『 ] 
D ·r) [C D，1 D，2]}l W l= 

D，1 
● 。 ● ● ● 。 

B1 

Dll 

D21 

D，2 
。 。 ● 。 

B2 

D12 

D22 

(6) 

式(6)表明变参数 r(t)以不确定项的形式从系统 

(3)中分离出来，使得原系统(3)等价为一具有不确 

定项 r的LTI系统 P，为了减少控制器设计的保守 

性，本文利用变参数 r(t)的测量值设计下列同样具 

有 LFT结构的LPV控制器： 

u= F1( ，r)Y． (7) 

其状态空间形式为： 

(t)=A (r) (t)+BK(r)Y(t)， ，
、  

u(t)= (r) (t)+ (r)Y(t)． 

图 2为具有 U 结构的 U，V控制器结构图，它 

可等价为图 3，其中 P 为增广对象．因此图 2的设 

计 LFT-LPV控制器问题就转换为了具有对角不确 

定 块 的 鲁 棒 控 制 问 题，即 在 不 确 定 块 

0

)】条件下，求解一堋控制器 (设为 
全阶)，使得 U ．LPV控制器(7)满足： 

i)闭环系统在变参数 r(t)的整个变化范围内 

均稳定； 

ii)闭环系统具有 H 性能 )，． 

LFT-LPV对象 

⋯ ⋯ ⋯ 一 一 — J 

LFT．LPV对象 

图2 LFT-LPV变增益控制器结构 
Fig．2 LFT．LPV gain scheduled controller structure 

图 3 图2的等价结构 

Fig．3 The equivalent structure of Fig．2 

图3表明LTI控制器 K的实现应具有下列形式： 

)=[ D Kl r]+C
⋯

K1] ． 

(9) 

其中A 的阶数与A相同．结合(7)，(9)式，式(8)的 

]●●●● ● j  r  ̈ ．1 ．

2 ● ～ 

、 一 一 

，L  

中  
其 
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u —U 控制器的状态空间矩阵为： 

f A (r) B (r)1 

【 (r) D (r)J一 

[乏 】+[ ] 一 ㈩ [ 1]． 
(10) 

3．2 控制器可解性条件 (Solvable conditions of con— 

troaer) 

3．2．1 相关引理(Related lemmas) 

根据小增益理论[ ，对 LFr-LPV控制问题的求解 

需定义与不确定参数 r(t)相应的比例集 ：{ >0： 

(t)：r(t)L，V t>0}，则其相似比例集即与不确定 

块[ ’ ，(0 )]相应的比例集(记为 。，)应为： 
0， = 

{[ 竺]>。： ， ，∈ ， r ct ：r ct ，v t>。)． 
(11) 

引理 1[ ] 对于不确定参数 r(f)，与其相应的 

相似比例集为 。，，如果存在比例矩阵 L∈ 厶。 和 

LTI控制器 K使得图3闭环系统Fl(尸d，K)稳定且满足 

lI 1 ]F c ，K 【L0一 ?]}} <y． 
那么 Fl(K，r)为 y次优变增益 H 控制器． 

3．2．2 可解性条件(Solvable conditions) 

定理 1 对于 u可一LPV对象(5)，假设 地 和Ⅳy 

分别表示[ DT2 DT2]和[C2 D2，D21]零空 

间的基，如果存在对称矩阵对(X，Y)和(L3，J3)满 

足下列 Ⅲs： 

0r +XAT C X 
C1 

．，3B 

B 

一 1)3 

0 

J3DT， 

DT1 

j' 

0 

一 )，， 

J3D T1 

DT1 

B rJ3 B 

D．J3 D，1 

D，1J3 Dll 

一 7j3 0 

0 ——YI 

，J<o， 

r ATl，+YA YB， YB1 c 3 

0rJ BTy一 
I L3C， L3D，，L3D，1 —7L3 

L Ct D1， Dl1 0 

(12) 

c 

D T1 

DTa 

0 

一 )，， 

】<o． 

[X， >0， (14) 

，∈ ， ∈ ，【 】>。． c·5 

LFr-LPV H 控制器(7)，只要对图 3的不确定块 

【 ， )】条件下的增广对象Pd设计7次优加 
控制器 K即可，为此对图 3中的增广对象 Pa定义： 

= w， w， ]T，三： z]T， 

Y一=[Y ]T， =[“ IT． 

r =A +B1W+B2u,1 W ， {；： 1 + 11 +D一12

’

一

u， (16) 

Ly = C2x + D21w + D22“
． 

B1=[0 B B1]， 2：[B2 0]， 

0 

=

L鲫0 【c2】， 
=  【 

(17) 

LTI控制器 K的实现如(9)式，其状态空间形式写 

为 ： 

D 

’ 

‘ f l l 【 ： + 
．  

其中 

=c％％ ， =【窆]， =【 ]． 
记n=【 ]，则由(16)，(18)式，闭环状态矩 

A f= Ao+ n ，B f= Bo+ n 21， 

C f= Co+b12ne，D f= l1+ 12n 21． 

其中 

。  。  o  

r●I●l●【 r●I●●●【 r●I●l●【  
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Co：[ l 0]， 

由引理 1和比例有界实引理[ 。。，为得到满足要 

求的 7次优 LTI控制器 K，只需 ：存在 Xcl>0和相 

似比例矩阵 L∈ L ，满足： 

『ATlx j+X 4 l X B l C cT 1 

I BT 一7L DTl l<0． 
1 C D f 一 j 

上式可化为 ： 

+P Q+QTnTPx
,
<0． (2o) 

其中 

『_A l+ o X iBo 四 ] 
： l B 一7L T1 I， 
L C0 ll 一扎 j 

PG ：[雪TXcf 0 西T2]，Q=[e D21 0]． 

由文[1O]，(20)式有解 Q的充要条件为： 
TP <0， (21) 

<0． (22) 

其中 
，

， 
分别为Pxd和Q的零空间的基· 

r x z 0 o1 

因P =H}o J o l，H=[宫T o b12]， 
L 0 0 IJ 

所以 P 零空 间的基 又可表示 为： 

『Xh 0 0] 
1 0 ，0 I ， 为 的零空间的基．因此，(21) L_ 
o o ，j 

式又可写为 ： 

咖  <0． (23) 

其中 

f-A0 +x A B0 c ] 
： I B —7L T1 1． 
I- c0 ll 一扎 j 

对 f和 进行分块： 

：  Ⅳ】' =【嘉 c 

其中各分块矩阵均与 A同阶． 

设【； 】为[ T2]的零空间的基，则结合 
(19)式 可知 H 的零 空 间 的基 可表示 为 = 

： J，(19)，(24)式代入(23)式 

P 0 C1X T 刭D 00 P 0 P3J． 1 2 l l —yJ ll ll P2 u I<· L 3J L 一 儿 
由Schur补[1 0l，上式又可化为： 

T 潍 ． 
由定义(11)式和引理 1，L，J应具有下列形式： 

： 【 小 【 ． 

其中 ：[ L；主 】∈L，。，，了=【J 1 ]∈ 。，． 

设[三p2 ]为cB 。 。 的零空间的基，则考 

虑c·7 式后，[吾量]= 
和(26)，(25)式等价为： 

T + T 

C 

C1X 

_，3B 

< O 

pl 0 0 

0 0 0 

p2 0 0 

p3 0 0 

0 0 0 

0 1 0 

O O ， 

c xcT 

一 3 0 

0 — 7I 

J3D J3D 1 

D l 97, 

， 因此由(17) 

Bl 

D，1 

Du 

0 

一 )，J 

— 

艾 

定 

1 ●●● ●●●●●●●j  

【 ，‘ P O O P 

O  O  O  

A  O  

r ● 【

O ，  

= 
ll 

台  

． 

9  

— 
O  

．．．．．．．．．L  

= 

：nu 

，●●●lJ  0  0  

， 一 

．．．．．．．．．L  

ll 

一 _) 

1●J  ￡j 

—D  

O  

r．L  

= 

：

D 

啪 o 

l。 O O O ， O O O O ， 

O  O  O ， O  O  O  O ， O  

n O O 肌 O O 
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上式即为(12)式． 

同理，由(22)式可得到(13)式 ． 

由(24)式，容易验证 满足下列等式 ： 

fT2= T1． (27) 

其中 

[嘉，0]’ =[ 
对不等式 ￡>o左乘 右乘 ，利用(27)式， 

得到 。：[ >o，即为(14)式． 
因(26)式中 L，J应满足 =，，所以LJ=，， 

容易验证 满足下列等式： 

Lv2= V1． (28) 

其中 = 。= 

对不等式 Z>0左乘 右乘 ，利用(28)式， 

得到 。=[ 】>。，即为(15)式． 证毕． 
3．3 控制器求解(Solving controller) 

根据定理 1的证明过程，本文归纳出一种获得 

I．Ur-LPV控制器(7)的求解方法： 

Step I 根据定理 I，利用 MATLAB I_2VlI Con- 

trDl 1bolbox【11]求出满足控制器可解条件(12)～(15) 

的 X，Y，L3和 J3； 

勺  

蛊 
＼  

删  

- _  

{= 

曼 

Z  
＼  

一  

Step 2 计算 ． 

· 利用 MATLAB SVD函数对 ，一XY进行因式 

分解获得可逆方阵 ，Ⅳ，使得 MN 。=，一XY； 

· 求解方程(27)，获得 f； 

Step 3 计算 L，J，由(26)式知需先计算 L 
· 利用 MATLAB SVD函数对 ，一L3 进行因 

式分解获得可逆方阵L2， 2，使得LIJ2=，一L3J3； 
· 求解方程(28)，获得 L，同时 ：L ； 

Step 4 求解 um(20)，得到其解为 n； 

Step5 由(10)式可得满足设计要求 的 UT_ 

LPV控制器(7)． 

4 实验结果(Experiment result) 

实验中取性能指标中加权系数为： 

qt= 2．25，q2= 9，q3= l， 

q4= 16，101= 1．44，102= 1．44 ． 

利用 MAⅡAB I．NII Control Toolbox，对定理 1中的 

LMIs利 用 mincx命 令进 行优 化得 到最优 y = 

1．0324，按照3．3节可设计 出LTI控制器(9)式，得 

到满足要求的I．Ur-LPV H 控制器(10)式．关节 1的 

参考输入为频率为 0．125Hz的方波，关节 2的参考 

输入为相同频率的正弦波，即：02d=0．5+0．5sin 

(0．25nt)，本文还实验了单一 H LTI控制器，对两 

种控制器的控制性能进行比较，比较结果见图4． 

勺  

蛊 
＼  

涮 

曼 

Z 
＼  

最 

# 

： 

f／s t／s 

(C) 关节 1控制力矩 (d) 关节 2控制力矩 

⋯ 一 HzLFT挖制器 ——LFT变增益H*控制器 

图 4 实验结果 

Fig．4 Experiment result 

图4(a)表明在 U可变增益 H 控制器作用下， 同时系统在不同点具有很强的切换能力，而 H LTI 

机器人阶跃响应无超调、运动平滑、上升时间较小， 控制器作用下的阶跃响应性能明显要差得多．图 4 
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(b)表明虽然关节 2由于关节 1位置的切换引起其 

负载的突然增加，但在 u 变增益 H 控制器作用 

下 ，机器人马上又跟上 了参考输入 ，而在 H LTI控 

制器作用下，机器人较大地偏离参考轨迹并需经过 

较长时间才能跟上参考输入，这是由于 u可变增益 

H 控制器利用了变参数 r(t)的测量值实时调整控 

制器动态的结果 ． 

5 结论(Conclusion) 

本文通过引入 LFT技术，在机器人系统转化为 

以两关节夹角余弦值为变参数的 LPV模型的基础 

上将其表示为关于变参数的 u 结构，再利用变参 

数的测量值设计出具有相同LPT结构的 LPVH 控 

制器，理论上证明了此控制器能保证在机器人的整 

个运动范围内系统始终具有很好的性能，并将此 

LFT-LPV变增益控制器的设计等价为以变参数为不 

确定项的 LTI鲁棒控制器的设计从而利用 LMI方 

法得到了控制器可解的条件，简化了设计 ．此控制器 

既克服了传统变增益控制器计算量大、执行复杂、只 

适合状态变化缓慢的对象、理论上缺乏保证其全局 

性能的不足，又因利用了变参数的测量值大大降低 

了控制器设计的保守性．实验通过与 H LTI控制器 

的控制性能进行比较，证明了本文设计的 LPT变增 

益 H 控制器的先进性． 
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