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摘要 ：给出了一个关于广义代数 Riccati方程的比较定理 。作为推论给出了广义代数 Riccati方程最大解的存在 

性定理 ，并且证明了该最大解也是强解，改进 了以往文献 中的结论 ． 
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Comparison theorem for generalized algebraic Riccati equations 

2H ANG W ei．hai 

(Depatment ofComputer Science andTechnology，ShandongInstitute ofLightIndustry，Jinan 250100，China) 

Abs喇 ：W e give a compalJson theorem for generalized algebraic Riccati(xluations，as a corollary。an existence theorem 

on maximal solution is given．Moreover。We also prove this maximal solution to be a strong solution．All these obtained results 

improve the previous works． 
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1 引言(Introduction) 

本文研究下列代数 Piccati方程类 ： 

三  ． 
PA+A P+ a~Pai—PBN—l B P+Q：0， 

(1) 

这里 ，B，Ⅳ 分别是 n X n，n X r，r X r的矩阵， 

(i： 1，2，⋯，f)是 n X n的矩阵，N>0为正定矩 

阵，Q为对称矩阵．约定本文 中出现的所有矩阵皆 

为实的常数矩阵． 

方程(1)是确定性代数 Piccati方程的 一一，文 

献[1]称之为广义代数 Piccarl方程 (本文简记为 

GAPE)，方程(1)在随机控制和滤波理论中有重要的 

应用，见文献[2～5]等．文献[1]给出了一个关于 

GAPE(1)的比较定理([1]的定理2．1)，这就是 

定理 1 设 P是 GAPE 

+ P+∑ ： 一PSkI1B P+0：0 (2) 

的对称解， ，D是对称矩阵， >0．如果( ，B)是 

能稳的，而且有 

et(A-BS)'喜 et(a-ss)dt ll<1，(3) 
则对任何给定的对称矩阵Q和Ⅳ，Q一0≥0，N一 
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≥ 0，GAPE(1)有 一 个 对 称 解 P ≥ P，(A — 

BN—B P)的特征值在闭的左半复平面，即 (A— 

BN一 B P)广 C一．v． 

本文将在文献[2，6]作者工作的基础上改进定 

理 1，作为我们定理的推论，将改进文献 [1]的 

定理 2．2． 

2 定义和主要结果(Def'mitions and main re． 

sults) 

为表述我们的定理，首先给出一些定义 ．考虑下 

列随机控制系统 

．上  

dx：(Ax+Bu)dt+∑aiXd (t)， (4) 
i=1 

这里 {v／i(t)， ：1，2，⋯，f}是定义在概率空间(n， 

)上的独立标准一维 Wiener过程，u(·)是 r维 

的控制向量． 

定义 115] 系统 (4)称为是能稳的(在均方意 

义下)，如果存在一个反馈控制律 u：一K ，使闭 

环系统 

f 

dx：( —BK)xdt+∑ d (5) 
i= 1 

是均方稳定的，其中 是一个适当维数的常矩阵． 
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当系统(4)是能稳的，后面也简称 (A，B， 一， ) 

是能稳 的；当式 (5)是均 方稳定 的，我们 也简称 

(A—BK， )是稳定的． 
i= l 

定义 2 GARE(1)的一个实对称解 P称为反馈 

能稳解 ，如果令 “(t)=一Kx(t)=一ⅣI1B Px(t)， 

所 得 闭 环 系 统 d = (A — BK) (t)dt + 

∑ GiX(t)d 是均方稳定的． 

注 l 在文献[2]中，我们 已经证明 P是 GARE 

(1)的一个反馈能稳解的充分必要条件是算子 ： 
l 

∈ X(A一 )+(A—BK) X+∑ ： 的谱 
= l 

属于开的左半复平 面，即 (L)C C一，其 中 K = 

ⅣI1B P
， 是对称矩阵的集合 ． 

在定义 2和注 1的基础上，定义： 

定义 3 式(1)的一个对称解 ．P称为是一个强 

解 ，如果 (L)C C一-v． 

本文的主要结论是 ： 

定理 2 设 户是 GARE(2)的对称解， ， 是 

对称矩阵， >0．如果(A，B， 一， )是能稳的， 

则对于任何给定的对称矩阵Q和N，Q—O≥0，N一 
≥0，GARE(1)有一个对称解 P≥ 户，P是 GARE 

(1)的强解 ． 

推论 1 如果 Q≥O，(A，B， 一， f)是能稳 

的，则 GARE(1)有一个最大解 P，P同时也是一个 

强解 ． 

3 定理的证明(Proof of the theorems) 

为证明定理 2，首先给出下列引理 ： 
l 

引理1 若(F，∑ Gi)是稳定的，则对任何 
i= l 

对称矩阵 M，Lyapunov-_~方程 

PF+F P+∑ G：PGi=一M (6) 

有唯一的对称解 P． 
1 

引理2 (F，∑Gi)是稳定的充分必要条件 
i=l 

是对任何 M >0，Lyapunov-_~方程 
l 

PF+F'P+∑ G：PGI==一M 
i=l 

有正解 P >0． 
1 

引理3 设(F，∑ Gi)是稳定的，M≥o，则式 
i=l 

(6)有唯一解 P≥0． 

证 考虑下列 Lyapunov-型方程 

+F'P+∑ PG ：一( +￡ 

其中 ￡>0，，是单位矩阵．根据引理 2知，上述方程有 

解 >O，容易证 明 P￡关于 ￡是单调有界的，P = 

lim ≥0是式(6)的解，而且由引理 1知解是唯一的． 

定理 2的证明分为两步 ： 

第一步 首先证明在定理 2的条件下，对任何 

￡ > 0．GARE 

PA+A P+∑ ： 一删 一 B P+Q+el：0(7) 
i= l 

有一个反馈 能稳解是 P￡> 户，(A —BN B ， 
l 

∑ )是稳定的． 
i=l 

证 因为(A，B， 一， )是能稳 的，根据定 
l 

义存在常数矩阵Ko使(A—Sgo，∑GI)是稳定的， 

令 A0=A—BKo，由引理 1知方程 
l 

PlA0+A6Pl+∑ ：Pl + +Q+el：0 
i= 1 

(8) 

有对称解 P1．容易验证下列恒等式成立 ： 

P(、A—Bj、)+ A—Bj P+j’Nj= 

P(A—BK)+(A—B ) P+  ̂+( 一-，) Ⅳ( 一-，)． 

(9) 

这里 =ⅣI1B P，-，是任何适 当维数的矩阵．在式 

(9)中令 J=go，P =户，并注意到方程(2)可得 
l 

P(A—BKo)+(A—BKo) 户+ +∑ ： 一 
i=l 

(N一 ) 一( 一t o) N(R—Ko)+O=0，(10) 

上式中的 = ．1B 户．式(8)减去式(10)得 
l 

(Pl—P)A0+A6(PI-户)+∑ (Pl—P)a + 
i= l 

(Ⅳ一 ) +( 一IQ)'N(K—Ko)+(Q+el—O)=0． 

(11) 
l 

因为(A—BKo，∑Gi)是稳定的，Q—o≥o，N一 

≥0，因此根据引理 2知 Pl>户． 

取 Kl=NI1B Pl，Al=A —BKl，今证明(Al， 
f 

∑ )是稳定的．在式(9)中，取-，：Ko，P：Pl，结 
i=l 

合式(8)得 
l 

PlAl+AiPl+∑d{Pl +( l—Ko)’N(Kl—Ko)+Q：0． 
f=l 

(12) 
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在式(9)中，取 J=Kl，P：P，并给合方程(2)可得 

P(A—BK1)+( —BK1) P+KINKl+∑ ： f— 
l=l 

(Ⅳ一 ) 一( 一K1) Ⅳ( 一K1)+0=0，(13) 

式(12)减去式(13)可得 

(Pl—P)Al+ l，(Pl一户)+∑ ：(Pl—P)oi： 
i=l 

一 (Kl一 r0) N(Kl—Ko)一 (N一 ) 一 

(霞一K1) N(k—K1)一(Q+el—O)， 

仍由引理2知( l，∑Gi)，是稳定的．由引理1，方程 
i=1 

P2Al+AlP2+∑ ：P2 +KINKl+Q+￡，：o 

有对称解 P2，且类似于上面 的证明可知，P2> P， 

( —BK2，∑Gi)是稳定的，这里 ：Ⅳ一 B P2， 
i=1 

A2 = A — BK2． 

一 般我们可以令 =Ⅳ-1B Pf，Ai=A一日 ． 

通过反复运用引理 2，我们可以得到一种迭代序列 ， 

具体而言就是：若(A—BKi，∑Gi)是稳定的，则可 
i=1 

通过 求解 

Pi+lAi+A：Pi+1+∑仃：Pi+1仃i+I~iNKI+Q+e，：0 
i= 1 

来确定 +1．由 

(Pi+1--P)Ai+ ：(Pi+l一户)+∑ ：(Pi+1--P)o + 
i= l 

(N一 ) +( 一 ) N(R— )+(Q+el一0)=0 

得证 P >户．由方程 

(Pf+I—P)Af+l+ ：+l(Pf+l—P)+ 

∑ ：(Pi+1--P)o 
i= l 

一 (Ki+l—Ki) N(Ki+l—Ki)一R (N一 )霞一 

( 一 +1) N(K— +1)一(Q+￡，一0) 

可确定( f+l，∑ )是稳定的．由方程 
i=l 

(Pi一 +1)A+ ( 一Pf+1)+∑ (Pi—Pi+1) ： 
i=1 

一 ( — ) Ⅳ( —l— ) 

和引理 3可确定 Pi≥Pf+1．这样的迭代过程可一直 

进行下去，得到解序列 

{Pi：Pi>户，Pl≥P2≥⋯ ≥Pl≥⋯， =1,2，⋯} 

和稳定的矩阵对序列{( 一 ，∑Oi)：i：1，2， 
i=1 

⋯ }．矩阵序列{ }是单调有下界的，因此极限存 

在 ，令 P￡=limPi， =N-1B P￡，A。=A一腿 ，则 

可证明P￡是GARE(7)~ ，尸￡>P，(A。，∑ )是 
i=1 

稳定的．实际上，P￡是 GARE(7)的解是显然的，今 

证明 P￡>P．通过简单的计算知 

(P￡一P)A。+ (P￡一户)+ ：(P￡一P)o + 
i：1 

(N一 )霞+(霞一 ) Ⅳ(霞一 )+ 

(Q+el一0)=o． (14) 
若 一户非正定，取0≠ ∈Ker(P￡一P)，用 和 

分别左乘、右乘式(14)的两边，得 

0≤ (∑d：(Pc—P)of) = 
i=l 

一  [ (N 一 ) + 

(R一 ) N(K一 )+ 

(Q+sl一0)] <0， (15) 
式(15)是一个矛盾，故 P￡一P是正定的，或者说 P￡ 

>P．再由引理2得证( 。，∑ )是稳定的，根据定 
i=1 

义 P￡是一个反馈能稳解 ． 

第二步 在第一步的基础上 ，容易证明 关于 

￡单调有下界，故极限存在 ，记 P =limp。，则 P是 

GARE(1)的解 ，P≥ 户．由于 P是反馈能稳解的极 

限，因此根据定义也不难验证 P是一个强解 ．定理 2 

由此得证 ． 

推论 1的证明：注意到若令 Q =0，GARE(1) 

总有零解 ，利用定理 2，推论 1的结论是显然的． 

4 结论(Conclusions) 

本节我们将阐述如下一些事实，一些显见的结 

论请读者 自证 ． 

1)上一节给出的迭代算法可 以看成是求解确 

定性代数 Riccafi方程的 Kleinman迭代算法的推广， 

见文献[7]．而且可以证明迭代的收敛速度是二次 

的，即存在常数 C，对 i=2，3，⋯，有 

ll Pi—Pf+l ll≤ C ll Pf—P ll 2． 

2)容易证明 P是 GAI (1)的强解蕴涵着 ( 

— BN—B P)c C一'。但是反过来不成立 ，读者很容 

易举 出这方面 的反例 ． 

3)需要指出的是 ，定理 1的条件强于定理 2的 

条件．这是因为根据文献[3]的定理 4．1知，对任何 

Q>0，N >0，如果(A，日)是能稳的，且式(3)成立， 

则GARE(1)有解 P0>0．根据文献[8]的定理 1有 
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(A，B， 一， )是能稳的．这说明定理 1的条件蕴 

涵着定理 2的条件，反之则不成立，见文献[2]中给 

出的反例 ． 

因此我们在较定理 1弱的条件下，获得了更强 

的结论 ． 
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