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摘要：针对具有时滞的奇异系统 H 输出反馈控制问题，利用 Lyalxmov泛函方法，得到闭环系统稳定且具有 H ·范 

数界 y的充分条件，基于相应的I．MI可行解给出了动态控制器显式表示．最后，数值例子表明了该方法的正确性． 
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H output feedback controller design for linear singular systems 

with time．．delay 

XIA Yuan—qing，JIA Ying—min 

(The Seventh Research Division，Beijing University of Aeronautics＆Astronautics，Beijing 100083，China) 

Abstract：The problem of designing output feedback controllers for linear singular system with time·delay is addressed． 

Based on the Lyapunov functional approach，the existence conditions and exphcit expressions of H output feedback controllers 

ale obtained in terms of linear matrix inequalities．Finally，an illustrative example is given tO demonstrate the effectiveness of 

the proposed method． 
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l 引言(Introduction) 

奇异系统广泛存在于许多工程系统中(如大系 

统、电力系统、电子网络、化学反应过程等)．在这类 

系统中，由于传输滞后，有限计算时间和观测延迟等 

造成的时滞常常导致系统发生震荡甚至不稳定，因 

此研究具有时滞的奇异系统的控制问题是必要的． 

在线性系统中，有关 H 控制 问题 已得到充分研 

究【卜 ，相应的研究方法和结论在时滞系统和奇异 

系统中得到进一步推广l40j，文献[4，5]分别研究了 

时滞系统基于状态反馈和动态输出反馈 H 控制问 

题，文献[6，7]分别研究了奇异系统基于 ．，谱分解和 

线性矩阵不等式方法的 H 控制问题 ．然而具有时 

滞的奇异系统的 H 控制问题还没有得到讨论． 

本文对基于动态输出反馈的具有时滞的奇异系 

统 H 控制问题进行了研究．首先利用 Lyapunov泛 

函方法导出了此类系统的稳定且具有 H ．范数界 )， 

的充分条件，其次利用含等式约束的线性矩阵不等 

式方法，给出了此类系统控制存在动态输出反馈的 

充分条件和动态控制器的参数化表示，并进一步将 

含等式约束的线性矩阵不等式转化为等价的线性矩 

阵不等式，最后数值例子表明了该方法的有效性． 

2 问题的描述(Problem description) 

考虑如下具有时滞的线性奇异系统 

r (t)=Ax+Ad (t—r)+Bl W+B2 ， 

{ (t)=C1 (t)， (1) 

【Y(t)= C2 (t)． 

其中 (t)E 为奇异状态变量，u(t)E 为控 

制输入，W(t)E 为干扰输入 ，Y(t)E 为可测 

输出， (t)E 为控制输出，r>0为一给定常数， 

E∈≥． ，A，Ad，B1，B2，C1，C2为相应维数的常数 

矩阵，rank E=r≤ n．设全阶动态输出反馈控制 

器为 

： 邶y( (2) 
u(t)= C (t)， 

则闭环系统为 

『Ex(t)=Ax(t)+A d (t—r)+B (t)， 

【 (t)= Cx(t)． 

(3) 

其中 
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=  ]， =【 

A =【B～AC 曰A：c]， ：【A0 ]， =l～ ～ l，A，。=l ”1． L J “ L J 

： [， 。]， ：【 ]，_c：[c 。]． 
闭环系统(3)传递函数为 (S)=一C(sE—A— 

d e一 )一 ．为了简洁，除时滞状态向量外，时间 

r E (t)= Ax(t)+A I(t—r)+Bl + B2“， 

{ (￡)=Cl +DII (￡一r)+DI2 +Dl3“， (4) 

L Y(t)= c2 +D2l (t—r)+D + D23“， 

】= 

l A ，][；]+[互 ：][ ]c t—r + 
憎， ’ 

= [ ，][ 

本文研究 目的是如何确定设计全阶控制器 ( ， 

， ， )使得 

2)闭环系统(3)的传递函数满足 ll ll ≤y． 

引理 11 ] 考虑如下对称矩阵 S： 

5 【57 5，，J，$11，5l2，522 ：j， ’ 

利用变换阵于=【： ]， =【 ]， ∈j “为 

： 7"TS于： ， 
L Sf2 $22 J 

§：于Ts于：[萎 主 】， ‘6 
其中 ，§和S分块相同，则 

22 = §lI一 Il+ l2+ ， (7) 

引理 2 令 Ⅳ(A)和 R(A)分别表示矩阵 A 

的零空间和值空间，A上表示满足下列条件的矩阵； 

N(A上)=R(A)且 Aj-A >0，则给定矩阵 G∈ 

j． ， ∈： ， ∈ ，存在矩阵 ∈： 使得 

G+UXVT+ U <0， (8) 

当且仅当 

上 GU~T< 0
， 

上 GV~T< 0
．  (9) 

其中 G∈_I． 为对称矩阵 ． 

定义 116 7 9] 如果 ，A同为n阶方阵，且行列 

式 I sE—A I不恒等于零 ，则称矩阵束 sE—A为正 

则矩阵束，称矩阵对( ，A)为正则的矩阵对， 

引理 3[ ] 如果 ( ，A)为正则的，则闭环系统 

(3)满足初始条件的解存在且唯一， 

3 主要结果(Main results) 

下面给出本文的第一个结果． 

定理 1 对于无干扰闭环系统(3)，即 W：0，如 

果存在矩阵 P和正定阵 Q使得 

E = ≥ 0， (10) 

芦+ + Q + dQ一 |r <0，(11) 

则闭环系统(3)为稳定的． 

证 由式(11)可知， 为可逆的，否则存在非零 

向量 使得 =0，在不等式两边同时左乘 、右乘以 

和 ，得 

( Q + IQ一 ATp) <0， 

这与 Q + dQ— 为非负定的相矛盾．这 

时对任何非零复数 S可知下式成立 ： 

l s 一 l：l一 s l l上，
一  一 1． 

S 

由 l ，一A l为非零时，知( ，A一)为正则的．根 

据引理 3，闭环系统的解存在且唯一． 

当 W =0时，定义如下 Lyapunov泛函 V(贾，t)： 

V(贾，t)=置 +l贾 (s) (s)ds． 
√ l— r 

根据 V(贾，t)的导数 ，并利用式(10)可得 

(孟，t)：( 王) 鼋+膏 ( )+ 

贾 一贾 (t—r) (t—r)， 

注意到闭环系统(3)，上式可写为 

(置，t)=贾 ( + T + Tp )置+ 

膏 (t—r) AT户鼋+置 。I (t—r)一 

贾 (t—r) (t—r)， 

上式右边伺时加上和减去 贾 户T dQ一 |r ，并完 

全平方可得 

(膏，t)： ’ 

膏 ( +卢 + Q + T dQ一 卢)膏一 

[ |r —Q (t—r)ITQ一‘[ 一Q (t—r)]≤ 
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贾T( + + Q +户 A dQ |r )元． 

根据式(11)可知，对任何非零 元E} ， (元，t)<0， 

因此闭环系统是稳定的． 证毕． 

其次，给出闭环系统稳定且具有 H ．范数界 y 

的充分条件，有如下结论 ： 

定理 2 给定 y>0和正定阵 p>0，若存在矩 

阵 P满足 

=  
T 
≥ 0， (12) 

+ +户 A dQ +y一 T + 

+-c <0， (13) 

则闭环系统(3)为稳定的，且传递函数 的 H 范 

数满足 ll ll ≤ y． 

证 令 

s=一( + + l9 |r + 

7-2 + T9 + _c)， 

则由式(13)知 S>0，且 

一 ／IT／,一 一户 A dQ |r户一 

7-2 硇  一 T9 一 T_c—S：0． 

上式左边同时加上和减去 j， d e一 和 

|r ，并利用式(12)可得 

(joe —A—A d e ‘ ) P+P (j乱 一A — 

I ej‘ )一7-2 T 户一_c 一S一 

( dQ一 户一 ej 一户 d ej + Q )=0． 

(14) 

其中(·) 为复矩阵的共轭转置 ． 

注意到 

dQ 一 r ej 一 d e—i + Q = 

(a dTPej 一Q ) Q ( _j ej 一Q )． 

记 

X(j co)=(jcoE—A—A d e )一1， 

vc(j co)=(a~7'e J 一Q ) Q ( |r ej 一Q )， 

呗0由 (jco)=CX(j~o)B和( (j∞)B) X(14)X 

(i∞)B，可得 

，(j ) (j )= 

户 (j∞) +( F'X(j~o) ) 一 

y一 ( (j∞) ) (百 (j∞) )一 

(x(j~o)B) [w(j~o)+S]x(j~o)B． 

注意到 (j∞)+S>0，在上式两边同乘以一1并加 

上 y ，，可得 

y ，一日二(j∞)日 (j∞)= 

y ，一 (j∞) 一(百 户 (j∞) ) + 

y一 ( (j ) ) ( 户 (j∞) )+ 

(X(j~o)B) [ (j∞)+S] (j∞)B≥ 

(y，一y一 PX(j~o)B) (y，一y一 (j∞) )≥0． 

上式表明 H2(j~o) (j∞)≤ 72，，即 ll ll ≤y． 

证毕 ． 

下面给出H 控制器存在的充分条件及其参数 

化表示． 

定理 3 给定纯量 y>0和正定阵 p>0，下列 

称述 I)和Ⅱ)为等价的． 

I)存在矩阵 P满足 

= 户 ≥0， (15) 

ATp+ A+户 A dQ |r + 

y一 户 T + p +_c <0． (16) 

Ⅱ) 

a)存在矩阵 K∈ ～ 和 ∈ ： 使得 

E = E≥ 0， (17) 

(A+B2K)T + T(A+B2K)+ TAdQ A + 

7-2XTBl T +Q+cTcl<0． (18) 

b)存在矩阵 G E P和 】，∈ 使得 

Ey1’= YE ≥ 0， (19) 

(A+GC2)’／r+l，(A+GC2)T+y一2Y(cTcl+ 

Q)，／r+y AdQ A + l B <0． (20) 

C)矩阵 和 y满足 

E (y y～ 一．]jf)≥ 0． (21) 

如果 Ⅱ)成立，可设 

@ =(A+ 2 )T + T( + 2 )+ 

A dQ A +y-2X Bl BT +9+cTcl 

和 n ：y Y～一X，且 n为非奇异的，如若不是，取 

8X代替 ， E (0，1)， 满足式(18)和式(21)． 

推论 1 如果 Ⅱ)成立，可得如式(2)的控制器 

： E． 

已：· ． 

：一 y 一 Y一 G， 

： A—bc2+B2 +n一 Y— 

n一 B +7-2Bl BTx+AaQ一 A r ． 

(22) 

定理 3的证明 I)j Ⅱ)． 

假设I)成立．令 可分块为户：[
．Pi ： ； ， 

Pll E：= ，P22 E ．设 P，Pll和 P22为非奇异 

的．如若不是，在 可引进一微小摄动使得P，P ．和 

P22为非奇异的，同时满足式(15)和式(16)[ ． 

定义下列矩阵 
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『 ：=【一 ：]， ：=【一 。 ：]， 

l ：：亏 ：【 rP1。2 ’ 】， ：= 砑． 
(23) 

在式(15)和式(16)两边分别乘以 和 ，所得矩阵 

的(1，1)块表明取 X：= Pll—Pl2P P2l， ：= 

一 2l，式(17)和式(18)成立． 

其次定义下列矩阵 

fs：：【三一 】， ：=【 一 i，Jj P J2] ， 
【户 ：： -r ：【 ’ ：]， ：： 一一 ． 

(24) 

其中*所表示的部分在后面的证明中用不到． 

在式(15)和式(16)两边分别乘以 和 ，所得 

矩 阵 的 (1，1) 块 表 明 取 ： = y 户 T = 

【y ：]，l，：=y 户 ，G：= ，式(19) 
和式(20)成立． 

最后，在式(15)两边分别乘以 和 ，所得矩 

阵(1，2)和(2，2)块分别表示 

22= ≥0， _f2E= 2。． 

因 而 = ≥ 0，E (y Y～ 一 ) = 

E (户l2 户21)= (P一2 ) 2l≥ 0．因此，式 

(21)成立 ． 

Ⅱ)j I)．设Ⅱ)成立，且 n =y Y～一X为非 

奇异的，并定义 

： = [7
—

2 y - -

nO]， ：= ：=【： ]， 

【 ：【 ， 

= 【 ， 聊 = 

：： E， ：【 ]， E：=E，E 【0 J， 
：= 一’ 于， ：= 一’ ， ：：_c于， 

d ： = 一’ d ， ： = 一’ 

， ：= Q ， 

：= 一’ 于，台 ：：S一’ ，仑 ：：_c ， 

Ad ：=§一’Ad ， ：= 一’ ，0 ：= Q ． 

根据式(17)，式(19)和式(21)可得 E X ：X E 

≥0，E n =n E≥0，因而 = E≥0，即式 

(15)成立． 

其次，证明式(16)成立．考虑如下分块 

【 】=于 c + + aQ一’ r + 
7-2 百百 + p + _c) ： 

+ + r + 

7-2p + + ， 

【 】= c + + aQ一 一r + 
7-z_P + p +_c _c) = 

A +P A +P A 0 户+ 

7-2户 台 + +仑 ． 

其 中 ll， 。2， 22， ， 。2， 22∈ ：曼 ．根 据 弓I 

理 1，可得下列等式 

22 = ll 一 ll + l2 + ． 

如果 A，B，C定义为式(22)，则 

ll = l2 = = 

(A+B2 )TX+XT(A+B2K)+XTAdQ一’A r + 

7-2X Bl 81x+Q+c cl<0， 

ll =  

y2 Y一’((A+GC2)，／r+l，(A+GC2)T+y一2 Y(cTcl+ 

Q)yT+y AdQ—A r+BlB_f)Y一 <0， 

因而 

22= ll+ ll< 0， 

【 】=【 ：： 。。 ’ 。。]= 

㈤ 
即 

( + + dQ一’ r + 

7-2 T劢 T + Tp + T ) <0． 

上式表明式(16)成立 ． 证毕． 

注 2 如果由推论 1所得控制器 ( ， ， ， )含脉冲 

模态，可通过如下方法得到无脉冲模态的控制器．设 E有奇 

异值分解 

E = = ． 

其中 >0．如果 笠为非奇异的，控制器无脉冲模态为正则 

的．如果 A笠为奇异的，可设 >0使得 al+ 笠为非奇异的 

R,N al+A笠来代替矩阵 A笠使得 满足式(16)． 
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E = [ ：]vT，Y,E r，A=[ A．：1： ]， 

'cl：[cl cl2]， 

，n l2] = ]． 

帆  =L 暑 1， 以=『。 囊 主， 1， 
【 。y -J】≥。， 士Q ．T<。， Q <。， 

l 。0。0一 
一  

一 ．j 

，，o=【 

K：=(X一’ ) ，G：：(ZY一’) ． (29) 

其中 

[ ： 。]， 
．，：=[， 0 (2 + +q)]， 

[Xm W]：=一 (jT )一 ．，T 帆 专， 

[rT Z ]：=一 y(jT )一’jT y ， 

： = (一Q．Y+ 帆／l癜)一’， 

y：=(一Qy+arM )～， 

．Y> [ (Q．Y—Q．Y／ ( Q．Y／ 士 )_。· 

专 )( ) ]， 

y> ， [ (Qy—Q ( )～· 

Qy)( ) ]， 

A 表示矩阵 A的 Moore—Penrose逆． 

注 3 如果 和i，为奇异的，可加上diag to ， 
一  }， 

得到非奇异的 和 ，且满足式(25)，其中 J I为任意小． 

定理4的证明 参见文献[2，7]． 

4 数值例子(Numerical example) 

为阐明上述结果的应用 ，考虑如下具有时滞的 

奇异系统 

E =[ i i]，A=[ ； 3 9三：主]， 
Aa

‘ 

4 

8

1 _14 ：3 1 4 B 8 25 97 2 1 10 23-1 9 ， =1 ． 一 ． ． I， ．=l I， 
L 

． ． ． L 4J 

Bz l一 2 j，c- [4 。 8：：；】， 
cz= ⋯ ． 

『 0 0] 
取Q=l 0 1 0 I和利用Matlab中LMI—toolbox，线 

L0 0 lJ 

性矩阵不等式组(25)有可行解 

JPY：『 6862 0．40231， ‘ L 0
． 40 23 2．6112J 

一  
『1．5441 —0．19751 

0．1975 1．0

。

794 J· ‘ L一 
． ． 

J’ 

根据推论 2，可得 

厂0．6157 —0．0948 0 -1 

= l 0．0948 0．3976 0 I， 

L0．4680 0．1682 0．6764J 
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I 6631 0．12l4 0．03 l 

L． o o 5
． 8862J 

K 
9．3711 —4．3693 — 11．7477 J， L一  

． 

一  

． 一 11． J 

『 ．6285 ．5 ] 

l一1o
． 8539 — 25．9968J 

根据推论 1和式(22)，可得 

=  ]， 

l 226
．

7444 239．5091 329．0544J 

r 2．2123 —2．6832] 

= l一0．0388 1．5872 l， 

L一 3．6406 — 8．7198J 

c 【一9
． 37ll 一4．3693 — 11．7477 J 

5 总结(Conclusion) 

含有时滞的奇异系统控制问题是一个非常困难 

的研究课题 ，目前有关这方面的研究结果还不多见． 

本文讨论了含有时滞的奇异系统的 H 控制问题． 

基于含等式约束的线性矩阵不等式，给出了动态控 

制器存在的充分条件 ，利用 3个线性矩阵不等式存 

在的可行解，得到了控制器的参数化表示．每一对可 

行解得到一动态输出反馈控制器，增加了控制器的 

设计余度．如何考虑有关含时滞的奇异系统的可控 

性、可观测性、脉冲可控等问题 ，还有待进一步研究． 

参考文献(References)： 

[1] DOYLE J C，GLOVER K，KHARGONEKAR P，et al、State pace 

[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

l6] 

[7] 

[8] 

[9] 

solutionsto standard H2 andH control problems[J]．IEEETrans 011 

Autmatic Comro1．1989，34(8)：831—837． 

SAMPEI M ，MITA T，NAKAMICHI M ．An algebraic approach to 

H outputfeedback control problems[J]．跏￡ s＆Control Letters， 

1990．14(1)：13—24． 

GREEN M，LIMEBEER D J N．Linear Robust Control【M J．Engle— 

wood C1i忏s．NJ：Prentice—Hall，1995． 

LEE JH，KIIVl SW ，KW ON W H．MemorylessH controllersfor 

state delay systems [J]．IEEE Trans On Automatic Control，1994，39 

(1)：97l一976． 

CHOIHH．CHUNGM J．An  LMI approachtoH controllerdesign 

forlineartime—delay systems [J]．Automat／ca，1996，33(4)：737— 

739． 

MORIH1RA H，TAKABA K，KATAYAMA T．On the H control 

for descriptor systems~a J-spectral factorization appmach lA]． 

Proc of the 16th SICE on ， 跏tern Tbeor) [C]． 

[S．1．]：[S．n．]，1993：261—262． 

MASUBUCHI I，KAM1TANE Y，OHARA A，et a1．H control for 

descriptor systems：a matrix inequalities approach【J J．Automat／ca， 

1997．33(4)：669—673． 

IW ASAKI T，S 巳Il1oN R E．All co ntrollers for the general H 

control problem：LM I existence conditions and state space formulas 

[J]．Automat／ca，1994，30(8)：1307—1317． 

蒋威．退化、时滞微分系统[M]．合肥：安徽大学出版社，1998． 

(JIANG Wei．Degenerate Differential跏￡ s with Dela) [M]． 

Hefei：Anhui University Press．1998．) 

作者简介 ： 

夏元清 (1971一)，男，2001年于北京航空航天大学获博士学 

位 ，现在中国科学院数学与系统科学研究院系统科学研究所作博士 

后研究工作．目前 主要从事鲁棒控制方面 的研究 ． E—mail：xia— 

yuanqing@ 163．net； 

贾英民 (1958一)，男，北京航空航天大学第七研究室教授，博 

士生导师．目前的研究兴趣为鲁棒控制 ，智能控制和优化计算及其在 

车辆系统和工业过程中的应用． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

