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摘要：针对由于逆系统方法之求逆算法中求解隐函数方程的困难，通过消元法避开对隐函数方法的求解，提出 

了一般非线性多变量系统的构造性求逆算法．在此基础上讨论对逆系统方法的相应改进 ，通过动态补偿进一步提 

出了构造性逆系统方法 、这种改进使得逆系统方法原则上可以构造性地适用于任意足够光滑的非线性系统． 
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Constructive inverse system method for general nonlinear systems 

Ⅵ Re—bing．U Chun—wen 

(Institute of Control Theory and Engineering，Department of Automation，Tsinghua University，Beijing 100084，China) 

Abstract：The unsolvability of implicit equations existing in the inversion algorithm in the inverse system method(ISM)is 

considered，and a constructive inversion algorithm is presented for general nonlinear systems SO as to avoid solving implicit equa— 

tions via elimination me thod ．Based on the algorithm ，the corresponding modification of ISM is discussed，and the constructive 

ISM is proposed through dynamical compensation．These im proveme nts enable ISM to be constructively applicable in principle 

to arbitrary nonlinear system that is smooth enough． 
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1 引言(Introduction) 

逆系统方法_l J是在逆系统理论的基础上形成的 
一 种反馈线性化方法．它的基本思想是对给定的控 

制系统，用对象模型生成一种可用反馈方法实现的 

积分逆系统，将对象补偿成为具有线性传递关系的 

解耦的规范化系统，然后用线性系统的各种设计理 

论完成系统的综合 ．它的优点是概念直观，使用简单 

明了，尤其是系统形式可以不受仿射非线性的限制， 

因此自提出以来得到了广泛的应用． 

应用逆系统方法的前提是所考察的控制系统是 

必须是右可逆的(也称函数可重构的)．右可逆性【 ] 

是逆系统理论中的基本概念之一，描述了系统通过 

给定输入获得期望输出的能力，其一般性研究最初 

始于 Brockett和 Mesarvic~引，更深入的研究见于 Sil— 

ve肿 anl 
， 李 春 文l J和 RespondekE J等 人．其 中 

李春文等人_2 J对一般非线性系统的研究给出了系统 

右可逆性的充分必要条件及右逆系统的构造方法 ． 

这个结果将以往大多局限于仿射非线性系统的研究 

推广到了一般多变量非线性系统，同时也为逆系统 
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方法奠定了理论基础． 

但是文献[4]的求逆算法存在一个比较大的问 

题，即算法的可行性依赖于分析学中的“隐函数定 

理”，而该定理仅仅保证了算法的存在性而非显式的 

构造性 ，因此应用这个算法实际上并不能对任意非 

线性系统的右可逆性进行直接判别；而逆系统方法 

由于需要通过求逆获得控制器的具体形式，因此又 

导致了逆系统方法的不可行．对这个缺陷，戴先中等 

人_6 J利用人工神经网络可以逼近任意非线性函数的 

性质，提出了用神经网络实现控制器的方法，这种方 

法适于各种较一般的非线性连续系统，并且易于工 

程实现，但从理论上讲它仍然不是最终的解决途径． 

本文对李春文等人 1 j的求逆算法进行 了改进 ，以 

避开在求逆算法的中间过程中对隐函数方程的求 

解，并进一步提出用动态补偿精确实现逆系统的构 

造性方法，从而根本上解决了原算法的形式化缺陷， 

使得求逆算法在原则上适用于任意足够光滑的连续 

系统；进一步，基于这个构造性求逆算法，本文对逆 

系统方法进行相应的改进，并讨论了相关的系统综 
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合问题，从而使逆系统方法成为在理论上完全可以 

实现的控制设计方法，为逆系统方法在非线性系统 

2 改进递 归算 法 (Modified recursive algo— 

fithm) 

㈩  

其中 E ，U E _I． ，Y E_I一 ，分别为状态、输入和 

输出，U(t)属于某个允许控制集 U；函数 f(·)和 

h(·)足够光滑并满足f(O，0)=0和 h(0，0)=0．算 

【 ( ，u，y，y‘̈，⋯，Y‘ )=[ (·)，五 (·)IT=0． 

其中 h0( ，U，Y)=Y—h( ，U)，( ，U，Y，⋯，Y‘ ’) 

E ( 的定义见文献[1])．h (·)是 h (·)中关于 

根据“隐函数定理”，存在方程 (·)：0的解 

U= ( ，Y，Y‘̈ ，⋯，Y‘̈ )． (3) 

元 ( ，Y，Y‘̈ ，⋯，Y‘ )= 

盂 ( ， ( ，Y，Y‘̈ ，⋯ ，Y‘ )，Y，Y‘̈ ，⋯，Y‘ )，(4) 

=  

3x ⋯  耖 ]， 
则第 (k+1)个系统 S +1定义如下 

。一，Y 0． ㈦ 【 
+1( ，u，y，y‘ ，⋯ ，‘ )= ． 

如果指标 在某个有限整数k=a(即右相对 

h。( ，u，Y，Y‘”，⋯，y‘。 )：0． (7) 

记式(7)关于输入 u的解为u= ： ( ，Y，Y‘̈ ， 

⋯ ，Y(。 )，构造系统 0如下： 

f2= z， ： (z， ， ‘̈ ，⋯， ‘。 ))' 

，、 i彬： ： (z， ， (1)，⋯， (。 )． (8) 

可以证明上述系统是(1)的一个逆系统．但是从 

以上过程可看到算法的进行依赖于隐函数解式(3)， 

而该隐函数解仅是存在性的，一般情况下当无显式 

解时算法将无法进行下去．事实上，算法中除了最后 

逆系统的构造，中间隐函数的求解步骤是可以通过 

一 定处理避开的 ． 

考察函数 h ( ，Y，Y【1)，⋯，Y ’)，有 

小 ，y，y(1)，⋯，y㈩ )= 

小 ， ( ，y(1)，⋯，y㈩) 

3hk 
，u)+ 3

u

· (·)+ 

注 恿 到 hk(·)是 hk(。)的最 大 独 立 凼数 组 ，则 一 ，疋 

存在(r一,uk)× 维矩阵 ( ，Y，Y‘̈，⋯，Y‘ )，使 

得在 + 中有 

3u
盂 (·)= (·) 3

u 
(·)． (10) 

另一方面，对 ( ， (·)，_y，Y‘̈，⋯，y‘ )=0求 

导得到 

+ · +凄参 川-o． 
(11) 

综合式(9)～式(11)有 

( ，yn ，⋯ ，y )= 

， 

)一 (·)[ 3hk，．L, 
，u)+ 

i=O ly(1川]+凄参 川= 
[ 一 ) 3hk )+ 

[参 ·)参 )． ) 
记式(12)右边为 ( ，u，y，y(̈ ，⋯，y(㈧ ’)，则 

+ ，c． ：[d五： ； d ]=[ ：；：；]． c·3 
容易看出，改进算法实际上就是对关于输入导 

数 吐的线性方程 

3

～

hk

f(⋯ + 吐+薹拳 川=。 
(14) 

9  

= (  

1  

y  二= 

．

， y 

㈩， 
y 1 0 ∑ 
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到形如式(6)的显式系统 5⋯ ，从而求逆算法可以继 

续进行下去．显然，由上述改进算法递归得到的系统 

与原算法是相同的．并且容易看出，当函数组 h (·) 

选定后，隐函数解(3)的不唯一性并不影响下一个 

系统 5川 的唯一性，而这是原算法没有指出的． 

3 逆系统构造的改进算法(Modified inversion 

construction algorithm) 

上述改进保证了递归算法的进行 ，因此对于形 

如式(1)的控制系统 ，右可逆性的判别在原则上已不 

存在困难．然而对当需要构造逆系统时，又会遇到同 

样的问题，即要从隐函数方程(7)显式地解出 “．与 

算法的递归过程不同，这一步是无法通过类似上述 

操作避免的．但是以下的讨论指出，通过引入动态反 

馈，以提高系统动态阶数为代价，可以精确地实现逆 

系统 ． 

设系统是右可逆的，右相对阶为 a．对式(7)求 

导得 

0ha ． 
+ 吐 + 川 _ 0． 

(15) 

假设输入函数 “是可微的，则根据上述算法，矩阵 

3h。／(9u在开集 。+l上行满秩．若将式(15)看作是关 

于 n的线性方程，则必存在(不唯一)显式解 

n= g( ，“，Y，Y‘̈ ，⋯ ，Y‘。 ’’)． (16) 

根据式(16)引入动态补偿，可构造系统 ．如下 

(后面将证明 。也是 的一个逆系统)： 

r2=，(z，p)， 

{P=g(z，P， ， ‘’’，⋯， ‘。 。’)， (17) 
【 

： p． 

其中 (z，P)E ” ， E≥一 和 W E一． 分别为状态、 

输入和输出． 

这种实现的优点显而易见，即它总是可构造的， 

适用于任何形式的解析非线性系统，同时带来的不 

利因素是逆系统增加了 m阶动态．尽管如此，当控 

制系统的逆系统需要得到精确实现时，这种方法还 

是有价值的． 

进一步注意到，在很多情况下方程(7)部分可 

解，即部分输入可以显式地由状态和其它输入表示 

出来，这样对应该部分输入的补偿动态便可以简化 

为静态的，因而可以得到降阶的补偿器．具体地，假 

设可解输入为 tt，个数为 m。，从式(7)选择 rn．个可 

显式解出 的对tt独立的方程组 。=0，并表 h (·) 

= [ (·)，hT(·)iT,“=[ttT， T]T，记方程 (．)： 

0的解为 

tt= ：’( ，n，Y，Y‘̈ ，⋯ ，Y‘。’)． (18) 

对方程 (·)：0求导 

c + 矗+c鲁+ + )，( + 

塞c参+ ⋯)-o． 
易证上式中 矗的系数矩阵必是行满秩的，故方 

程(19)存在关于 矗的解 

矗=鸯( ， ，Y，Y‘̈，⋯，Y‘州 )． (20) 

容易得到带 m：=m—m。阶动态补偿的逆系统 

2如下 ： 

f2= z，无：’(z， ， ， ‘̈ ，⋯ ， ‘。 )， )， 

{ =鸯(z， ， ， ‘̈，⋯，V(a+l )， (21) 
【W=[ ：’(z， ， ， ‘’’，⋯， ‘ ’)， iT． 

其中 (z， )E一-2一n+m ， ∈=：． 和W E曼 分别为状态 、 

输入和输出． 

此外，由于系统是右可逆的，输入量的个数必然 

不少于输出量的个数，这就是说，用 m个输入控制 r 

个输出，将会有 Z=m—r个可以自由设定的冗余输 

入．这样 ，动态补偿的阶数在上述基础上就可以进一 

步降低，本文分两种情况： 

1)若 m2≤ Z，可将所有的 豌设定为适当的时 

间函数垃0(t)，而不必引入动态补偿，逆系统 形式 

如下： 

f2=f(z， ：。(z，fro(t)， ，v(J)，⋯， (口 )，ao(t))， 

【W=[ ：。(z，ao(t)， ， ‘’’，⋯， ‘a )，ao(t)]T． 

(22) 

其中 z∈三 ， ∈ 和 W E j 分别为状态、输入和 

输出． 

2)若 m2>f，从 中选择f个输入u 并设定为 

适 当的时间函数 tt0(t)，记 为n中余下的m2一Z个 

输入，与式(18)～式(21)的步骤类似，逆系统 构 

造如下： 

f =，(z， ：。(z，tt0, ， ， ‘。’，⋯， ‘ )， ，tt0(t))， 

{ = (z，tt0(t)，H6。 (t)， ， ， (̈，⋯， (州 )， 
【W =[ ：。( ，tt0(t)， ， ， ‘。 ，⋯， ‘。 )，tt0(t)， ]T

． 

(23) 

其中 (z， )E ”一·， E j． 和 E 分别为状 

态、输入和输出． 

注 1 以上的讨论提供了实现逆系统的构造性方法， 

并讨论了降低逆系统动态阶数的几种途径．事实上，通过对 
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’

， 

㈣  

最后证明系统 。， 2， 和 是 的逆系统． 

Y= {Y(t)I Y(t)=Y[t；X0；“(t)]， 

夕‘ ’(t0)=Y‘ (t0)，i=0，1，⋯ ，N． (26) 

(t)． 

定理 1 系统 。， 2， 3和 是 的逆系统． 

补偿的特殊形式，故只需对 2给出证明．设 (t)为 

v(i (to)= 

Y‘ (t0)= Y‘ (t0；XO；“(t0))，i=0，1，⋯，口． 

，

⋯  )-0， (
29) 

th。=( ， ， ， ， (̈，⋯， (。’)=0． 

其中 = ： ( ， ， ， (̈，⋯， (。 )，即 

f 一f z．而． ．"．"‘ ，⋯， ‘。 )=const--u,-,r,r,-,- ， 

，、 i 。( ，卢， ， ， (·)，⋯， (a )：0． ‘30 
设定 2的初值为 (t0)= U (t0)， (t0)= 

(t0)，则有 

矗。( ，卢， ， ， ‘ ，⋯， ‘。 )(t0)= 

五。( ，五： ( ， ， ， ‘ ，⋯， ‘。 )， ， ， ‘ ，⋯， ‘。 )( 0)= 

矗。( ， ： (z，n，y，Y‘”o o o，y‘。 )， ，Y，Y‘”，⋯，y‘。 )( 0)： 

五。( ，u，n，Y，Y‘̈ ，⋯，Y‘。 )(to)=0． 
‘ 

(31) 

从式(31)得到 

五。( ，卢， ， ， ‘ ，⋯， ‘。 )=0， (32) 

故方程 h。( ，W， ， (̈，⋯， (。 )=0，并存在解 

W = ： ( ， ， (̈ ，⋯， (。 )． (33) 

由此得到结论，对于系统 ，必存在形如 。的 

系统，它们对同一输入产生相同输出，由于 是逆 

系统，则 (t)可由 0重构，从而亦可由 2重构，由 

定义 2， 2是逆系统． 

4 构造性逆 系统方法 (Constructive inverse 

system method) 

假设本文已经得到逆系统的具体形式 ，那么 

将它串联在原系统之前 ，则复合系统的传递关系便 

成为从输入到输出的单位映射；进一步，‘由于原系统 

和逆系统的状态结构相同，如果可以得到原系统的 

状态信息，并用原系统的状态 替代逆系统的状态 

构成反馈，就会大大简化了系统结构，并可消除开环 

结构下原系统与逆系统状态初值偏差产生的不稳定 

因素．经过这两个步骤，就形成了反馈线性化的伪线 

性系统 

r =-，'( ， ： ( ， ，⋯， 【。’))， 

lY： ( ，h ⋯， (a)))． ‘34 
其中 E j． ， ∈ ，Y E j， 为状态、输入和输出．可 

以证明系统(34)具有简明的线性传递关系 Y： ． 

但是上述反馈控制器中含有物理不可实现的输入纯 

微分项．通过输入重定义和串联积分动态补偿，可以 

将系统补偿成为如下可实现的ot阶积分型解耦系统 

f戈： ， ： ( ， ， ))， 

{ =A 0 +B o9， (35) 

L Y： h( ， ： ( ， ， ))． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第3期 吴热冰等：一般非线性系统的构造性逆系统方法 349 

其中 A 0，B 0是能控标准形系统矩阵，向量 

= [ l，⋯， ，]T=[t){。· ，⋯， ：。r lT,(36) 

= [ ，⋯， ]T= 

[ ，⋯， (口I一̈ ，⋯； ： ，⋯， 一’ (37) 

ai， 是方程h。(·)=0中含输出导数 Y 的最低和最 

高阶次(实际上 代表输出变量Y 的相对阶)．可以 

证明，系统(35)具有线性的传递关系y = ，i= 

1，⋯，r．最后，利用线性 系统的理论可以对该系统 

进行进一步综合 ． 

基于上一章给出的动态补偿实现逆系统的方 

法，可以相应地对逆系统方法进行改进 ，从而使之成 

为构造性的逆系统方法 ．具体地，由文献[7]的讨论， 

方程组 盂。(·)=0有如下形式 

『)， + ．(·)] 

／o(·)=I i I，?={i 一，i ，}． 
1)， ： + ，(·)j 

(38) 

反馈后的伪线性系统如下： 

f戈=／．( ， ：’( ，吐， )，吐)， 

j 言( ，吐， ， )， (39) I， J l 
= A 0 + B 09， 

ly= h( ， ：’( ，吐， )，岔)． 

其中 

= [ l，⋯， ，]T=[vl。 ，⋯， ：。 lT,(40) 

= [ ，⋯， ]T= 

[ { )，⋯， {。 一’ ；⋯； ： ，⋯， ：。：一̈IT,(41) 

． 

f â+1，盂 (·)中显含 ， 

。 Ia ， 盂。(’)̂中不显含 I )， (42) 

=  譬 
注 3 如果首先将原系统进行如式(24)的仿射线性 

化 ，则利用原有逆系统方法就可以得到显式的结果，并且易 

见得到的综合系统实际上和式(39)中 m2=m时得到综合系 

统是一样的．但这种方法不能实现 m2< m的降阶补偿 ． 

下面分别就逆系统方法得到的综合系统与原方 

法中相应系统的关系，及其在系统综合中涉及的一 

些问题进行说明(详细讨论见文献[7])： 

第一，非构造性逆系统方法和构造性逆系统方 

法之间有着紧密的联系．当控制对象的输入个数等 

于输出个数时，若系统是右可逆的，则其右逆系统唯 
一

． 在这种情况下，下面的定理指出，分别由这两种 

㈤  

2 Z3+ Ple pl， 

3 Z4， 

4 "~)

G

2

，

--

(

[

p

G

1)

(

日

pl

(

)

p

(

1

v

)

l

(

-

移

z

一

3-

z

p

2)

le 

]

P

，

')+ 
(44) G’(

p1)日(p1)(移一z2) ]， 

pl= H(p1)( l—Z2)， 

加=[pl， 2一zI一{C(p1)(vl—Z3--Ple p1)+ 

G (P1)H(p1)( 一Z2) }]T． 

其中 G( )= ， )= ． ， 

z3，z4，P1)T∈'Ij，( l，V2)T和 加∈：j_2分别为状态、输 

入和输出． 

将逆系统串联在原系统前面并进行反馈替代， 

有 
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1 X2- 

2 X3 + ／／'1e“l
， 

： X4， 

4 ：

⋯／)2--[G( 1)( l一 3一 l ．)+ (45) 

G (u1) (u1)(移一x2) ]， 

吐l= (u1)( l一 2)． 

定义新的输入 l= l， 2： 2．并引入补偿动 

态 ：移， 

1 x2· 

2 x3 + ／／,1e“l
， 

3 x4， 

膏4= 2一[G(u1)( l—X3一／／'1e“1)+ (46) 

G (u1) (u1)( —X2) ]， 

吐= 月(u1)( 一 2)， 

= 91． 

这样便得到解耦的伪线性 系统 ： 。，Y一： 

2，进一步的状态反馈取自 

)，1 

)，i。 

Y2 

)，5。 

)，52 

1 + u + u 1 

X2 

3 + u,le“I 

4+G(u1)( 一 2一u1) 

(47) 

6 结论(Conclusion) 

本文基于一般非线性系统的构造性求逆算法， 

对逆系统方法进行了重新阐述 ．分析表明，这种改进 

使得逆系统方法完全成为构造性的，因此适用于任 

意足够光滑的右可逆非线性系统，这是对原有逆系 

统方法的完善和重大改进．但是从示例中也可以看 

到，由于非线性系统本身的复杂性 ，从逆系统方法得 

到的控制器一般会非常复杂，这是应用中仍然需要 

解决的问题 ． 
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