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摘要：为了求解用正常或奇异的第二类 Fomasini-Marchesini模型(FMM Ⅱ)描述的 2一D线性离散系统的最优控 
’  

制问题，首先将 2-DFMM II用变结构 1-D形式表示，再利用 1-D动态规划的方法，给出使给定指标函数最小的2．D 

控制序列 、最优轨线及性能指标的最优值的计算方法 ． 
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Dynamic progrmmning for 2-D discrete systems described by 

Fornasini．M archesini second model 
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Abstract：In order to derive the oparn~ control of2-D discrete linear systems described by regular or singular Fomasini- 

Marchesini Second Model(FMM I1)，2-D FMM II is reduced to 1-D system with variable stnlcture，then 2-D sequence of in— 

puts nu’nl’ml。。zmg the given performance criterion and corresponding sequence of optimal state space vectors are calculated ． 
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1 引言(Introduction) 

二维(2．D)线性离散系统的研究在最近几十年 

引起了人们极大的兴趣_l J，因为该类模型被广泛用 

于处理 2．D采样数据，如地震检测数据，摄影测绘数 

据等．在不同的研究背景下提出了多种 2．D状态空 

间模型，如 2．D Roes~r模型是在研究多维线性滤波 

网络时提 出的，Fomasini．Marchesini模型是在研究 

2．D图像处理时引入的．由于 2．D系统增加了在 1．D 

系统中不存在的困难，除去可分 2．D Roes~r模型的 

情形 ，许多 1．D的方法不能直接适用于相应的 2．D 

情形 ．关于推广 1．D系统的结论到 2．D情形时遇到 

的困难在多篇论文中均被提到． 

动态规划方法在 1．D系统的最优控制中已经获 

得成功应用，1．D奇异系统的最优控制问题也可通 

过合适的变换化为正常系统的最优控制问题用动态 

规划求解_2j．动态规划方法在 2．D线性离散系统的 

最优控制 中的应用参见 文献 [3]：针对正常 2．D 

Roes~r模型定义割线(CI'OSS．otlt)，将区域内的点分 

成现在、将来 、过去点，改变代价函数的形式，化为 1． 

D情形讨论 ．2．D Roesser模型是 Fomasini．Marchesini 

模型的特例，文献[3]的方法不能直接用于 Fomasini． 

Marchesini模型，对 Fomasini．Marchesini模型的研究 

(特别是奇异的情形)具有更普遍的意义．2．D奇异 

线性离散系统的研究在近十几年受到广泛关注，取 

得了一系列的成果_4 j．但是与 2．D正常系统或 1． 

D奇异系统的研究相 比，2．D奇异系统由于其复杂 

性还有大量的问题需要解决． 

本文讨论正常或奇异的第二类 Fomasini．March． 

esini模型(FMM II)表示的系统给定指标函数后的 

最优控制序列等计算问题 ．先将 2．D FMM II用变结 

构的 1-D形式表示，再利用动态规划方法[ ]求解，给 

出使给定指标函数最小的 2．D控制序列、最优轨线 

及性能指标的最优值的计算方法． 

2 2．D FMM II的变结构 1．D形式(On the 

l—D form with variable structure of 2一D FT、 

II) 

考虑 FMM II描述的2．D线性离散系统 
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Ex(i+1， +1)= 

Al (i， +1)+A2 ( +1， )+ 

Bj u(i， +1)+B2u(i+1， )． (1) 

边界条件为 

(i，1)= l， (1， )= l ． (2) 

其中 (i， )∈：j “为局部状态向量，u(i， )∈_I一 为 

控制向量，Ai(i=1，2)和 B (i=1，2)为合适维数 

的常数矩阵，E可能是正常的，也可能是奇异的矩 

阵．系统(1)定义在矩形域 1≤i≤ ，，1≤ ≤J上． 

不妨设 ，>J(，≤ J的情形可类似讨论)，斜割支线 

为 C ={(i， )：(1，1)≤ ( ， )≤ (，，J)，i+ = 

k+1}，且 C 上离散点的数 目等于 

f ， <-，， 

(k)={-，， J≤k≤，， (3) 
L N — k+ 1， ，≤ k ≤ N． 

其中 Ⅳ =，+J一1．下面分段给出 FMM II的 1一D 

变结构表示． 

第 1段 相应于第 1至 -，条斜割支线．若令 

(i一1，2) 

(i一2，3) 

(i—k，k+1) 

(2，i一1) 

u(i，1) 、 

u(i一1，2) 

u(i—k，k+1) 

u(1，i) 

(4) 

(其中 (i)表示第 i条斜割支线上除边界外的点)， 

则当 2≤ i≤ J一1时将式(1)改写为如下的等价形 

式 

E( ) (i+1)= A(i) (i)+ B(i)u( )+H(i)． 

(5) 

其中 

E(i)= 

E O 

O E 

： ‘
． 

● 

● 

O ⋯ 

· · ‘ 0 

。

． 
： 

● ● 

‘

．
0 

O E 

A(i)= 
Al 

A2 

r 2 1 

( )：l ·． ·． L- 
， 

H(i)= 

A2 (i，1) 

O 

O 

Al (1，i) 

， (6b) 

(6d) 

初始条件为 

(2)=0． (7) 

式(5)即是 第 1段 FMM II的变结构 1一D形式， 

(i)， (i，1)和 (1，i)具体给出了第 i条割线上的 

所有点，式(5)表示相邻两条斜割支线上的除去边 

界外的点的递推关系． 

第 2段 相应于第 -，+1至，条斜割支线．若令 

(i一1，2) 

(i一2，3) 

(i—k，k+1) 

(i+1一J。J) 

u(i，1) 

u(i一1，2) 

u(i—k，k+1) 

u( +1一-，，-，) 

(8) 

当 J≤ ≤ ，一1时将式(1)改写为如下的等价形式 

E( ) ( +1)= A(i) (i)+B(i)u( )+ ( )． 

(9) 

其中 

E( )= 

， (6a) A(i)= 

E 0 

0 E 

● ● 

： 。
． 

0 ．

⋯  

AI 

A2 ’
． 

● 

●

● 

· · ’ 0 
● ● 

‘

． 
： 

。

． O 
● 

0 E 

●

● 

● 

A2 Al 

， (10a) 

， (10b) 

、  
C 
6  

／  

× 

)  
)  一 

￡  
l  

(  (  
× 1●● ●●●●J  
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r B2 Bl 

B( )：l ·． ·． 1 
B： 

( )= 

A2 (i，1) 

0 

0 

0 

] l 
， (10c) 

Blj(̈ ) ， 

(10d) 

式(9)即是第 2段 FMM II的变结构 1．D形式， (i) 

和 (i，1)具体给出了第 i条割线上的所有点，式(9) 

表示相邻两条斜割支线上的除去边界外的点的递推 

关系． 

第 3段 相应于第 ，+1至 ，+J一1条斜割支 

线．若令 

(J，i—J+1) 

(J一1，i—J+2) 

(J一 +l，i—J+后) 

(i+l一，，，) 

u(J，i—J+1) 

u(J一1，i—J+2) 

u(J一后+1，i—J+后) 

u(i+1一，，，) 

，+ 1≤ i≤ ，+J一1， 

(11) 

则当 ，≤ i≤ ，+．，一2时将式(1)改写如下的等价 

形式 

E(i) (i+1)= A(i) ( )+B(i)u(i)． 

(12) 

其中 

E(i)= 

E O 

0 。． 
● 

： ’
． 

● 
● 

0 ⋯ 

r A2 

A( )=I l 

⋯  O 

。

．  

： 
●  

● 

。

． 0 
●  

0 ￡ (I+，一 i—I)X(，+，一i—I) 

(13a) 

1．] ， Î J(I
+，一 —I)×(，+，一 ) 

(13b) 

r B2 Bl 
l 

B(i)=I ’． ’． 

L B2 。] ，
+，一 一。 ，+，一 

， 

式(12)即是第 3段 FMM 11的变结构 1．D形式 ， 

(i)具体给出了第 i条割线上的所有点 ，式(12)表 

示相邻两条斜割支线上的点的递推关系． 

式(5)，(9)，(12)即为 2 D FMM II的分段表示 

的变结构 1．D形式． 

3 2．D 删 II的动态规划 (The dynamic 

programming of2一D FMM II) 

利用上一节的结果，下面讨论用动态规划方法 

求解用 2．D FMM II描述的正常或奇异系统的最优 

控制问题．假定 2．D FMM II由式(1)表示，定义在矩 

形域 1≤ i≤ ，，1≤J≤ J上．边界条件 (i，1)= 

(1， )= ， 为已知．另外，状态向量和控制向 

量的分量所受的限制为 

口 ≤Xp(i，J)≤口p4-，p；≤ “q(i，J)≤p；． 

其中P =1，2，⋯，凡，q=1。2，⋯，，孔．数量 口 ，口 ， 

p；，p；随指标i， ，向量 (i， )，u(i， )变动． 

设性能函数为 
I J 

I，=∑∑ (i， u(i， i， (14) 
=I =I 

利用 FMM II的变结构 1．D形式，将式(14)改写为 

一 旦 
= ∑ {L[ (i，J)，u(i，J)，i，川 ． (15) 

其中 N =，+J一1，而 {L[ (i， )，“(i，J)，i， ]} 

= ∑ L[ (i，J)，u(i， )，i，J]表示割线 Ck(后= 
(i，J) 

i+ k+I 

1，2，⋯，Ⅳ)上的所有点的性能函数．每条割线上离 

散点的数目等于 

r ， 后 < min， 

( )={Smi ， Smi ≤ ≤s ，(16) 

L N 一 后+ 1， $nm ≤ 后≤ N． 

其中 

$Ill|I1=min{，，．，}，s =max{，，．，}． (17) 

由于任意 级(1≤ ≤ N)处指标函数的极小值可 

表示为 

G( ，后)= 

r、1 

( 
( ， u( ， ， 后≤ s≤ Ⅳ)· 

、 (18) 

其中 表示控制输入的容许集，它满足递推关系 
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G( ， )． 
( 

tA[L(·)]+G( ，k+1)}· 

(19) 

边界条件为 

G(z，N)： min L[ (，，-，)，u(，，-，)，，，-，)． 
Ⅱt1．J) 

(20) 

从而，利用 1．D动态规划方法，为了求出使指标函数 

(15)极小化的最优控制和最优状态轨线 ，可利用指 

定的能达的终态从 k：，+-，一l到 k：1逆向递推 

求解方程(19)，(2(】)，再从给定的初态(与边界条件) 

从 k：1到 k：，+J一1迭代求出所需的最优控制 

及相应的最优轨线 ． 

4 算法算~／1l(Algorithm and example) 

下面给 出 2．D FMM II的动态规划 的算法及 

算例． 

其 = 
／
而 

、 ，【￡，，， 

E =(。1暑)，A。=(’0 )，Az 

边界条件为 

X(1，1)= 

X(1，4)= 

X(3，1)： 

蓁 确定所有(1，1)≤(i，J)≤(，，J)的 终态要求为 第l步确定所有(，)≤(，)≤(，，)的 ‘ 
量化集 ． 

第 2步 由式(5)，(9)，(12)求出 2．D FMM II 

的变结构 1．D形式 ． 

第3步 利用所给终态和逆向递推的 Bellman 

方程(19)，(20)，按 k=N，N一1，⋯，1求解第 级最 

优值 G(X(k)， (k，1)，X(1，k)，k)和最优控制． 

第 4步 利用给定的初态从 k：1，2，⋯，，v迭 

代求解最优控制 ／2 (k)和最优轨线 X (k)及最优 

性能函数值 i ． 

算例 1 考虑 n：2，m ：1，，=-，：4的奇异 

性能函数为 

： (10)， 

(21) 

'4)： (23) 

当 i=，=4， ：J：4时， 

L[ (i， )，u(i， )，i， ]=xT(i， ) (i， )． 

(25) 

2-D FMM II方程(1) 假定 Xl(i， )，X2(i， )和 u(i， )的量化集分别为 

Ex(i+1， +1)= {一1．5，一1，一0．5，0，0．5}，{一1，一0．5，0，0．5，1}以 

AlX(i， +1)+A2X(i+1， )+ 及{一0．5，0，0．5}，则由算法 1可得计算结果如表 1 

Blu(i， +1)+B2u(i+1， )． 所示 ． 

表 1 算例 1计算结果 

Table l The calculating result of Example 1 

1 l l l 2 

2 l 2 0 0 0．5 2 l 一0．5 0 0．5 

3 l 3 一l — l 0 2 2 0．5 0．5 0 

4 l 4 0 5 0．5 2 3 —0．5 0 —0．5 

5 2 4 0．5 0 0 

6 

7 

l 0 

2 0．5 

3 O 

4 0．5 

一 l 0．5 

一 l 0．5 

0 O 

0．5 0 

0 0 

5 O．5 O 

5 0 0 

2 

由上表得最优性能值为 6．5． 

为提高计算速度，还可以考虑该算法在并行分 

布式计算机上的实现问题． 
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