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摘要 ：首先证明了对任意给定的矩阵 A和正数c，一定存在向量 b，使得方程 =b有非负解，且 b和解的范数 

均小于 c．在此基础上证明了具有任意形状隶属函数的分层模糊系统对紧集上连续函数的逼近性质，为使用分层 

模糊系统进行辨识或控制以避免模糊规则数 目随系统变量个数呈指数增长提供了理论依据 ． 
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Study on universal approximation of hierarchical fuzzy systems 

with arbitrary membership functions 

SUN Duo-qing，HUO W ei 
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A由sh ct：It is first shown that for any given mauix A and constant c > 0 there exists a vector b such that Ax ： b has a 

non-negative solution，and both the norms of b and this solution are less than C．Based on this fact it is proved that the hierarchi- 

cal fuzzy systems with arbitrary membership functions are capable of approximating any continuous function on a compact set． 

Thus ，the~ tical foundation is established for applying hierarchical fuzzy systems tO identification and control such that the 

problem that the number of fuzzy rules increases exponentially with the number of system variables Can be avoided． 
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l 引言(Introduction) 

近年来模糊控制器得到越来越广泛的应用，文 

献[1，2]中提出的模糊 自适应控制方案，为研究未知 

非线性系统的控制问题提供了有力工具．然而，当处 

理含有多个输入变量的系统时，存在一个普遍的困 

难，即模糊控制器中规则数 目随系统变量呈指数增 

长，使得许多理论方法难以实施．文献[3]提出了分 

层模糊系统(hierarchical fuzzy systems)，这种模糊系 

统具有一个良好的特性：规则数目随输入变量的个 

数呈线性增长，因而为解决上述困难提供了一个有 

效途径．1998年和 1999年文献[4]和文献[5]研究了 

3个输入变量且隶属函数为三角形的分层模糊系统 

对定义在紧集上三元连续可微函数的逼近性能，并 

在文献[5]中给出了有 3个输入变量的分层模糊系 

统参数训练算法；2000年文献 [6]证明了对于定义 

在紧集上的 n元连续可微函数也可用隶属函数为 

三角形的分层模糊系统来逼近．这为具有三角形隶 

属函数分层模糊系统的应用提供了理论基础． 

本文将证明取任意形状的隶属函数时，分层模 

糊系统也具有文献[63所述的逼近性质，并将其结果 

推广到连续函数的情形，为更一般的分层模糊系统 

的广泛应用提供理论依据． 

2 分层模糊系统简介(Brief introduction to hi． 

erarchical fuzzy systems) 

图 1给出了一个具有 n个输入变量的特殊分层 

模糊系统的结构．将变量 。， 输入第一层模糊系 

统，将其输出Yl和另一个变量 3输入第二层模糊系 

统，如此下去．虽然它是一个特殊的分层模糊系统， 

但在规则数目最少的意义下是最优的I3j，称其为具 

有最优结构的分层模糊系统． 

第 1层模糊系统的规则如下 ： 

如果 l为AI且 2为 ，则Yl=h1( l， 2)． 

其中A1， 是模糊集，f=1，2，⋯， 1， 1为第1层 

模糊规则库中所含模糊规则的个数．若采用乘积推 

收稿 El期：2001—07一ll；收修改稿El期：2002—05—08． 

基金项目：国家自然科学基金(60174003)湾《育部博士点基金(199900o602)资助项目 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


378 控 制 理 论 与 应 用 第 20卷 

理规则，模糊单值产生器，加权平均去模糊化方法， 

则该层模糊系统输出为 
f̂l 

∑ {̂( 。，X2) ( 。)IL ：( 2) 
：
上 L  — — —  — — —  一

． (1Y1 ) =———— ————————————一 · ， 

／1A ( 1) A (X2) 

式中 ( 。)， ：(X2)为A1，A!相应的隶属函数． 

第 i(i：2，⋯，几一1)层模糊系统的规则如下： 

如果 为 A +l且 Y 为 曰 一l， 

则Y =hl( ，Y )． 

其中A：+l，曰 一l是模糊集，z=1，2，⋯，M ， 为第i 

层模糊规则库中所含模糊规则的个数，若采用乘积 

推理规则，模糊单值产生器，加权平均去模糊化方 

法，则第 i层模糊系统输出为 

Yi= ．(2) 

．

( ) B 
．

(Yi-1) 
l：1 ⋯  一‘ 

式中 Az
．

( ⋯ )， Bz
．

(Y )分别为 A +l，曰：一l相应 

的隶属函数． 

分层模糊系统最适合应用于具有 自然分层结构 

的系统．在这种情况下，Y。，Y2，⋯ 对应于系统的物 

理变量，如果不是这种情况，Yl，Y2，⋯ 可以解释成 

系统的“内部状态变量”． 

，．1= 

第 —l层模糊系统 

i 
，J_2 

x、 X3 x4 ⋯ x}， 

图 1 一种 n个输入变量的分层模糊系统的结构图 

Rg．1 The sInlcnlr℃of a kind of n—input hierarchical 

fuzzy systems 

3 理论准备(Theoretical preliminaries) 

定义 1【 J 以 表示一个任意维数的实线性空 

间．设有线性不等式系统 

( )≥ c (1≤ i≤ P)． (3) 

其中 ∈ ，gl( )，⋯，gD( )为给定的线性齐次函 

数，c 一，c 为给定的实数．若存在 ∈ 满足式 

(3)，则系统(3)称为相容的，否则称为不相容的． 

对于向量 0： (0l，。2，⋯，0 ) ，6= (6l，62， 

⋯

，b ) E ，0≥b(0>b)系指 。 ≥b (0 >b )， 

i：1，2，⋯，几；对于矩阵 A(向量 。)，若其各元素均 

非负，则称 A为非负矩阵(。为非负向量)，记作 A≥ 

0(0≥ 0)． 

引理 I 给定任意可逆矩阵 A∈ ，线性不 

等式系统 

Ax>0 (4) 

是相容的． 

证 因为 A可逆 ，所以 V b E ，Ax=b有唯 

一 解．特别地，任取 b E冀 且 b>0，则 =b有唯 

一 解 0，从而 Ax0>0，故结论成立． 

由上述引理可证． 

引理 2 对任意给定的矩阵 A∈ 及常数 

c>0，则存在 b∈冀 且 ll b ll≤ c，使得 

A = b (5) 

有解 l≥0且0< ll l ll≤c．特别地，若 A为非负 

矩阵，则上述 b为非负向量 ． 

证 当rank(A)=0时，取 b：0 E ， 0 E 

曼 且 0>0，则 =b有解 0，且 ll 0 ll>0．当 

rank(A)=r>0时，设 A，为A的一个不为零的r阶 

非零子式，不妨设 A 位于A的左上角．将 A的前r行 

A(1，2，⋯，r)写成分块阵的形式 

A(1，2，⋯ ，r)=(A， A 一，)． 

以 和b 分别表示 和b的前r个分量构成的列向 

量， 一，表示 的后n—r个分量构成的列向量．熟 

知，方程组 

A，z，+ A 
一

， 一 ， = b， 

与方程组(5)同解，且有 

， = A 。(b，一A 一， 一，)． (6) 

由引理 1知，A 。Y>0有解 Yo E ，即 A 。Yo>0， 

且显然有 Y0≠0． 

令 b，一A 一，z 一，=Y0，贝0 b，=Y0+A 一， 一，． 

取 一，=0，则 b，=Yo；取 ，=A 。y0，令 0=( T，， 

一 ，) E 一 ；取 b 一，=0 E： ．一 ，令 b0=(6j， 

6 
一 ，) ．于是 ：bo有解 o≥0，且 ll o ll>0， 

ll b0 lI>0．取 

~X0 ， ] c60 
max 川 0 ll，ll b0 ’ 

(7) 

一 

y 

／  

一 

日  

、 

+ 

／ 

A  

、  

一 

y  

+ 

／  

^  ∑ 
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则因 

cAx0 

Axl 1『__]『 

c60 
， 

广丌 研  D' 

故式(5)有解 1≥0且0< 11 1 ll≤C，11 b ll≤C． 

特别地 ，若 A≥0，则因 1≥0，故 b=Ax1≥0． 

4 分层模糊系统的构造与逼近性能 (Con— 

struction and approximation of hierarchical 

fuzzy systems) 

本节讨论以下问题 ：设 g( )为紧集 U= [a ， 

]×⋯ ×[a ， ]c≥． 上的连续函数 ，其解析式未 

知，但任取 ∈ U，可获取 g( )的值．试构造一个分 

层模糊系统来逼近 g( )． 

为明了起见，设欲构造的分层模糊系统具有最 

优结构，构造方法如下： 

步骤 1 设计系统的结构 ． 

令 的论域为[a ， ](i=1，2，⋯，几)．在[a ， 

]上定义 m个模糊集合：A：，⋯，A ；A 的中心为 

P ，且有 a =e <e <⋯ <em= ；A 的隶属函 

数为 ( )且满足 ( )≠o,j=1，2，⋯，m；i= 

1，2，⋯ ，几． 

类似地，对每个 Y 在其论域上也定义m个模糊 

集合：c ，⋯，c ，其隶属函数为 (Y )， =1，2， 
⋯

，m．Y 的论域的确定将在下一步予以说明． 

在Eo，1]上随机选取 m 个常数 - ， 1，J2=1， 

2，⋯，m．将第 1层模糊系统输出设计为 

∑∑ z 小  ) (X2) 

y1： ( 2)： — — — — — 一  

∑ ∑ ．( ) (X2) 
Jl=1 2=1 ‘ 

(8) 

因0≤ 夕 - z≤ 1，故 Y1∈ [0，1]．记 

(e e z)= Z J ． (9) 

将第 i(2≤ ≤ 几一1)层模糊系统输出设计为 

Yi= (Yi—l， +1)= 

∑
k= l J

∑JIz +l· (y —t) z ·( +·) zc 
．
(y 一-) ’ 

—

i+l=1
— — —

． (10m m ) ’、 ， 

∑ ∑|“如 (Xi+1)|“ ()， ) 
k 1il I 1 

其中 JIz +-’ (，， —1)：do’ +-’ +dll' +，， Y —l+⋯ + 
i-I 

～

． 

步骤 2 确定系统的参数． 

对于 i：2，⋯，几一2，由引理 2知，存在 个 

非负数 。。 使得由 

l 。l，e： i ： l 2⋯ +l， l 垒Z JIJ’2(11) 
【 1， 2，⋯ ，且+1= 1，2，⋯ ，m． 

可确定出非负参数 ， 一，s=0，1，2，⋯，m卜 一1； 

nl，k：1，2，⋯，m，且可使0<ll d lI≤七 ，其中 
m ’ ‘ 

d表示所有 ，Ji+- 构成的列向量． 

可以用数学归纳法证明：如上构造的分层模糊 

系统中间各层的输出Y ∈[0，1]，i=1，2，⋯，几一2． 

事实上 ，由步骤 1知，k=1时结论成立，即 Y ∈[0， 

1]．假设 i=P一1(3≤P≤ 几一2)时结论成立，即 

一 1∈ [0，1]．当 =P时，由于 

I『咯 (Yp一1)I- 

I(1， -l'y2p-l'⋯ ， p
一

-

1

1

一  

)· 

(do， ， ’ ，⋯ ， ～川 ’ ) I≤ 

l1(1，Yp-l'y2 ，⋯， ll· 

lI(do， ， ’ ，⋯， -l-1),jp ) ll≤ 

一 ll d ll≤ 1， 

因此 

I I≤ 

， 。
I ( 州  川k( ) 

— — 巫 ———————————————— ————一 ≤ 1
m m  ． ’ 

。
嘶  ( 川k( ) 

注意到 (Yp一1)≥o，故 Yp∈E0，1]．根据数学归 

纳法，上述结论成立． 

而对于 i=几一1，考虑如下方程 

一 1( ，e 一)=g(e Jl'⋯，e Jn)． (12) 

对于 1， 2，⋯，̂ =1，2，⋯，m，式(12)构成 m 个线 

性方程 ，将它们写成矩阵方程 

Ad= b． (13) 

若 rank(A)=rank(A，b)，则可解得 d．否则，rank(A) 

<rank(A，b)，设 rank(A)：r，则 rank(A，b)：r+ 

1，不妨设A的r阶非零子式A，位于A的左上角，(A，b) 

的 r+1阶非零子式位于(A，b)的前 r+1行，对A作如 

下分块： 

A2 A3 
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其中 A E r”，Al E ( 一 ，0，E ‘”，0l E 

曼‘×(，，1．1一 
，

A2 E (mn_r-I)xr
，
A3 E (m 一卜‘)×(m 一rJ

．  

对于 b的第r+1个元 g(e ，⋯，e J )，存在 ， 

使得 ,Uc 
一 2
( “)≠0，于是 

C垒 (e ) c 2( 一一s)≠ 0． 

fp( ≯_l’e n)：0， 当某一 ≠ ( ：1，2， 

{ ⋯，n一1)或 ≠ 时， 

【p( 一，e )：1，否则 

为插值条件 ，作 Lagrange插值多项式 p(Y 一2，Xn)，将 

：(Yn-2)修正为 

雌~1k(Y．-2， )： 

0 (y 一2)+d ：l ·L' p(Y．-2， )． 

其中 ≠ 或 ≠ 时，dmn_ln-2+i-I,』n一：0
． 记 

：  0c]’ 
取 A的子阵 

B ：(A。，r 
则 I曰I．C I A I≠0，因rank(A)：r，故 rank(A) 

：rank(B)：rank( ，b)，于是方程(14)有解，解 

之便得诸 ． 

如上构造的分层模糊系统总的输出为 

f( l，⋯， )： 

一 l( 一2(⋯ (fl( l， 2)，X3)，⋯)， )．(15) 

定理 1 设
．

厂( 一， )为分层模糊系统(15)， 

其隶属函数均连续且(分段)光滑 ，g( 一， )为 

紧集 ：[a。， I]×⋯ ×[a ， ]上的连续可微函 

数且其偏导数连续，记 bi： max{e‘+L e{}，则 

llg一 ≤奎(1l +ll 6 ． 

(16) 

其中 上的函数 d( )的无穷范数 ll d( )ll 垒 

sup I d( )I． 

证 由式(9)，(11)，(12)，(15)易见 

e ⋯，e )：g(e ⋯ ，e n)． (17) 

： [al， 1]×⋯ ×[a ， ]：U
。

⋯ U
． 

。n
． 

于是对任意的 ∈ u，存在 ⋯， ∈ {1，2，⋯， 

m — i}，使得 E ⋯ ．令 ：(e ，⋯，e )， 

由多元函数的微分中值定理得 

g( )I一／’( )I≤ 

l g( )一g(e )I+I )一 e )I≤ 

x i 

一  ll 
xi l=l 

由假设知 ll ll 为有限数，且不难知 ll ll 
‘Jxi L J xi 

也为有限数．因 E U 』 ，故 I xi—e／“I≤ 6i，于 

是 

I Xi 

l 
Xi 

， 

一  
(J ‘J 

所以式(16)成立． 

注 上述定理中要求分层模糊系统所采用的隶属函 

数均连续iI(分段)光滑，这个条件并非苛刻 ，常用的隶属函 

数均满足此条件．例如 ：三角形 、梯形 、Gauss型、三次样条形 

隶属函数均满足此条件 ． 

由式(16)可知，任取 ￡>0，当 b (i：1，2，⋯， 

n)充分小时，便有 

ll f—g ll ≤ ￡． 

于是有如下结论 ： 

定理 2(逼近定理) 设 g( 一， )为紧集 

= [a。， 。]×⋯ ×[a ，卢 ]上的连续可微函数且其 

偏导数连续，则任取 ￡>O，存在形如式(15)的分层 

模糊系统 。， 2，⋯， )使得 

ll f—g ll ≤ ￡． 

其中模糊系统的隶属函数均连续且(分段)光滑， 

定理 3(逼近定理) 设 g( ．-， )为紧集 

： [a。， I]×⋯ ×[a ， ]上的连续函数，则任取 

￡>0，存在形如式(15)的分层模糊系统 l， 2， 

⋯

， )使 

ll f—g ll <￡． 

证 由Weierstrass逼近定理知，任取 ￡>0，存 

在 上的n元多项式函数P( l， 2，⋯， ， )使得 

ll P( l， 2，⋯， )一g( l， 2，⋯， )ll<￡／2． 

显然多项式函数 P( l， 2，⋯， )满足定理 2的条 

件，故由定理 2知，存在形如式(15)的分层模糊系统 

l， 2，⋯， )使得 

ll f—P ll ≤￡／2， 

于是 

ll f—g ll ≤ ll f—P+P—g ll ≤ 

ll f—P ll + ll P—g ll <￡， 

．，  

1j  

+ 

n 

e 

n 
e 

．

L  

×  

× 

1j  一_则 

J l  e  ， 

'

1  

●  

一 

m 

： ．
， 

．

， ～ 2  

k  ， 

1  

： 
令 
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故结论成立 ． 

5 仿真(Simulation) 

考虑如下的三阶系统_2 J 

Y(k+1)=g(Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2))+“(k)． 

其中 u(k)=sin(2nk／25)，非线性项 

g(Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2))= 

Y(k)Y(k一1)[Y(k)+2．5] 

1+Y (k)+Y (k一1)+y (k一2)。 

假设 g(Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2))是未知的，现在 

的任务是设计一个两层模糊 系统 Y(k)，Y(k一 

1)，Y(k一2))来逼近 g(Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2))． 

为此采用串行一并行模型 

夕(k+1)= Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2))+u(k) 

和 BP算法调节分层模糊系统的参数 ，使得跟踪误 

差 Y(k+1)一夕(k+1)最小．将第 1层的输入取为 

Y(k)，y(k一1)，设其输出为 Y1，第 2层的输入则为 

Y1，Y(k一2)．在 Y(k)，Y(k一1)，Y(k一2)的论域 

[一1，31上均定义 11个模糊集合，其隶属函数分别为 

( )=exp[一6( 一1+0． ) ]， 

= 0，1，⋯ ，10，i= 1，2，3． 

由上节可知 Y1的论域可取为[0，1]，在其上定义 6 

个模糊集合，其隶属函数分别为 

Bi(Y1)=exp[一20(Yl一0．2( 一1))21， 

i= 1，2，⋯ ，6． 

调参率均取为 0．1，仿真结果见图 2(实线 为系统 

Y(k)的输出，虚线为辨识模型 矿(k)的输出)． 

由图2知，分层模糊系统确实具有较好的逼近 

特性，这里，两层模糊系统中总的模糊规则数 目为 

187，若采用传统模糊系统则需 1331条模糊规则． 

图 2 仿真结果 

Fig．2 The simulation msdt 

6 结论 (Conclusion) 

首先证明了对给定的矩阵可以此为系数矩阵构 

造一个具有非负解的线性方程组，使其常数项和其 

解均位于预先指定的原点的邻域内．在此基础上构 

造性地证明了任意形式隶属函数的分层模糊系统对 

紧集上连续可微函数的逼近性质，进而借助 Weier— 

strass逼近定理证明了分层模糊系统对紧集上连续 

函数的逼近性能，仿真结果验证了理论的正确性． 

本文的结果为一般分层模糊系统的应用提供了 

理论依据．对一类非线性不确定系统，本文已利用具 

有 Gauss型隶属函数的分层模糊系统设计了直接与 

间接自适应模糊控制器，有关结果将另文发表． 
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