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摘要：将 H 理论的混合灵敏度指标融人到特征结构配置中，将混合灵敏度指标转换为特征结构设计参数的 

函数关系，建立了特征结构配置的频率域指标约束．这两种方法的结合各 自利用了其在时域和频率域的设计优势． 

通过优化算法所获得的鲁棒特征结构配置，既保证 了闭环特征值／特征向量 ，又使反馈 回路具有一定的频率域特 

性 ．计算实例表明这种综合设计方法的有效性 ． 
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Abstract：A method is proposed tO combine eigenstructure assignment(EA)with mixed-sensitivity H ．EA is a time do- 

main technique while H-infinity is a frequency domain one．The mixed-sensitivity problem can be translated analytically into 

function of EA design parameters．The integrated method makes'the best ofindividual advantage in time domain(EA)andfre— 

quency domain(H-infinity)．By using optimization technique．the resulting robust EA can obtain both desired locations of 

closed-loop eigenvalues and loop shapes in frequency domain．The case study shows the effectiveness of the design me thod
． 
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1 引言(Introduction) 

特征结构配置以特征值和特征 向量为设计参 

数，属于时域设计方法，控制器阶次较低，但通常不 

能从特征值和特征向量的简单选取上获得反馈系统 

的鲁棒性 ．H 控制理论主要在频率域进行设计，对 

系统鲁棒性有较好的刻画，但 H 控制器阶次过高， 

且难以保证期望的时域特性 ．将特征结构配置理论 

与H 控制理论相结合，以混合灵敏度作为特征结 

构配置的鲁棒性指标 ，既能获得满足时域特性的低 

阶控制器 ，又能保证闭环系统的鲁棒性． 

图 l是反馈控制系统的典型结构图，定义灵敏 

度函数 s=(，+GK)～，补灵敏度函数 T：GK(1+ 

GK)～．鲁棒控制理论_l J定义了加法不确定性和乘 

法不确定性 ，为此得到两种混合灵敏度描述 ：对于加 

法不确定性，混合灵敏度为 S&KS；对于乘法不确定 

性，混合灵敏度为 S&T．这样混合灵敏度的设计目 
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标可描述为如下范数形式 

．，c K ：II[ ，对于加法不确定性； 
’，(K)： ； ，对于乘法不确定性． 

图 1 反 馈控制系统结构 图 

Hg．1 Structure of feedback control system 

2 特征结构配置的参数化表示(Parameteri— 

zation of eigenstructure assignment) 

设线性时不变系统的状态空间描述为 

r =A Bu． i 
：  ． 

’ (2) 
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式中，状态 E ，输入 “E ；矩阵 A∈ 

曼 ，B∈ 曼 ， ∈曼 ．设闭环系统的特征值 

为 A = { 1， 2，⋯， }，特征向量为 = {r1，r2， 
⋯

， }，那么有 

(A+BK) = ， ，i= 1，2，⋯，n． (3) 

经变换后可得到如下形式 

= ( ，一A)～Bw ， 

，、 I ，2，⋯，玑 (4) 
令 W={ ， 2，⋯， }，就有如下反馈矩阵的一种 

表示[2]： 

K = 肿 ～． (5) 

上述简要的推导表明：给定闭环特征值，反馈矩 

阵就可以表示为参数向量 的函数 ．为了将 H 控 

制与特征结构配置相结合，需要将混合灵敏度指标 

改写为特征结构配置的设计参数，即将 ．．，( )改写 

为 ．，(以， )，这就是鲁棒特征结构配置的参数化 

描述． 

3 混合灵敏度指标的数学分析(Analysis of 

mixed sensitivity) 

引理 对于一般复矩阵 H，rank(H)：m，H的 

奇异值为 ( =1，2，⋯，m)，那么奇异值 对实参 

数 P的偏导数为[ ] 

Op=Re(tLi )． (6) 
式中，Re表示取实部，“ ， 为奇异值 的左 、右奇 

异向量． 

3．1 实特征值情形(Case of real eigenvalue) 

注意到范数定义 I1日II = sup (H(j∞))，式 
∈ 

中 是系统关心的频率范围．根据此引理，以加法 

不确定性的混合灵敏度为例，可以将混合灵敏度指 

标进一步按如下展开． 

式中，“， 为矩阵[S (KS) ] 最大奇异值的左 、 

右奇异向量，Re表示取实部 ．注意到灵敏度函数 S 

= (，+G )～，并利用关系式 

= 一  

O H

。

H
P 

～

， (8) o d p 、’。 

可将式(7)展开如下： 

这样，就将混合灵敏度指标转换为反馈阵 对参数 

( ，毗)的偏微分．再次利用式(8)，对式(5)进行偏 

微分，得到反馈阵 对参数( ， )的偏微分为 

蓑：一 ～， 

差：(蔫一 薏) ． 
式中 

a 『ar1 ar2 a 1 
a 一 【a ’a ’ ’a J’ 

薏=[ ，鼍，⋯， ]， 
而薏中除了第( ， )个元素为1外，其余元素均为 
0．注意到关系式(4)，得到如下关系式 

a f一( ，一A)-2Bw ， 

眠 一10训， 

a f( ，一A)～Bej， 

aw0一l0刚 ， 

式中 e E 曼 为单位向量． 

3．2 复特征值情~(Case of complex eigenvalue) 

设 ： +j 为复特征值，相应的参数向量 

为 = +j ；那么混合灵敏度对复特征值的分 

析需 扩 展 为计算 aj／ax~，aj／a2~，aj／a 和 

aJ／aw~．．这些计算的形式与式(7)、式(9)完全相似． 
将式(4)按实部、虚部分开，并定义 

：  A == 】’ A 【 ， ，
一 A J， 【0 J， 

(12) 

于是复特征向量可改写为 

蝴． 
最终获得特征向量对特征值实部／虚部的偏微分为 

— S S a—a (一 u ，l-l( 一 G 一 i：2 嶝幛嘴 一 S 一 ， — 一 一 

一眠 一 一 一 

、  

I  

I  

，L  

，  ，  ，  ● 

． ． ． ． 

= ≠ ： ≠ 

后 后  后 后  

茇 蔫  一 ． ． 

"一 "一 
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f一 一z 【 ]， ： ， 、 Wi 
【02 l

， ≠ ， 

f 一-f 0一，]54-1Bf ]， ： ， 
= { ， 0。 L ： l 

【02 l， ≠ i， 

(14) 

以及特征向量对参数向量实部／虚部的偏微分为 

一  ， 

a 一【02 ， ≠ ， 

⋯ ⋯ ， 

5 

Ow 一l02 n×J， ≠ ． 

式中 e ∈ 为单位向量． 

4 优化算法实现的若干问题(Consideration 

of optimal algorithm) 

4．1 复特征值(Complex eigenvalue) 

复特征值还有一种常用表示，即阻尼比／自然频 

率关系．设 + ，相应的阻尼比为 ，自然频 

率为∞ ，利用关系式 ，_ 、／／1一 和 = ， 

就能将对特征值实部／虚部的偏微分转化为对阻尼 

比／自然频率的偏微分． 

4．2 约束特征值(Constrained eigenvalue) 

在实际控制问题中，有时需要对特征值范围进 

行限制 ，这时就成为具有约束条件的优化问题．设特 

征值 ∈ [ ， ]，通过如下变换可以将约束优化 

化为无约束优化： 

1 1 

=  1( + )+ 1( + )sin( )， 
二  二  。 

∈ (一∞，+∞)． (16) 

上述约束 优化 和无约束 优化问题，均 可以通 过 

MATALB环境的优化工具包l j获得解决， 

4．3 频率加权(Frequency weighting) 

加权 后 的混 合灵 敏度 为 WlJs&WzKS，W。使 

-Js强调指令跟踪性能和抗干扰能力， 使 

强调对高频不确定性的鲁棒性 ．考虑权矩阵后，原先 

的推导不变． 

4．4 乘法不确定性的混合灵敏度(Mixed sensitivity 

of multiplicative uncertaity) 

由于 Js+ = ，，得 a T／Op=一3S／3p，此种情 

形下只要计算 aS／3p即可． 

5 算例研究(Case study) 

以多变量模型为对象，其状态空间描述为式 

(17)，该模型开环特征值 为 一1．4811±0．6239j， 

一 2．0127，一0．1051．以 S&KS 作为考察对象，为了分 

析闭环特征值影响混合灵敏度指标的程度，这里考 

虑了3种不同的闭环特征值设计 ，如式(18)所示．这 

3种情形的差异在于两个实根，情形② 表明开环／闭 

环系统中有一个特征值重合，情形③ 表明开环／闭 

环系统中有两个特征值重合．表 1列出了3种情形 

的设计结果，表中cond( )表示闭环特征向量的条 

件数．图2分别是这3种设计情形的 (S)和盯(KS ) 

曲线 ． 

表中结果有一个有趣的现象：不管这 3种情形 

的两个实特征值如何，复特征值最后都基本相同．从 

反馈阵的范数可以看出，采用这种综合设计方法，控 

制增益很小，表明所需执行机构的能量很小，这对于 

实际控制问题是十分重要的．但这 3种情形明显的 

差异在于闭环特征向量的条件数，随着闭环特征值 

与开环特征值的重合，闭环特征向量的条件数变化 

显著，而且向奇异的方向发展，尽管如此，3种情形 

的混合灵敏度指标均令人满意． 

=  

① 

③ 

0 

0 

0 

0．0350 

0 

1．0000 

— 1．890o 

一 0．0340 

— 0．00l1 

0 

0 

0．390o 

一 2．98o0 

— 0．990o 

0 9500 二0 ：0 320 J 一 ． 一 ． 1 
0．0300 0 j 

一 5≤ 2≤ 一2， 

0·5≤ ≤ 4， 

一 2．5≤ 3≤一0．5， 

一 5≤ 
．

2≤ 一2， 

0 

— — 5．5550 

2．4300 

— 0．2100 

— 5≤ {}．2≤一2， 

0．5≤ I．2≤4， 
一 2．5≤ )t3≤一0．5， 

4=一0．1051， 

(17) 

(18) 

1●●lIl_j — 

七  ， 七

一 

r r — 

r ● ● 【

～a  
a  一 a 一 
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表 1 不同情形的反馈阵、闭环特征值和混合灵敏度指标 

Table 1 Feedback matrix，closed loop eigenvalues and mixed sensitivity 

耋  

S 

— —

情J眵① 

：～
～  

⋯ ⋯ 情彤 ② 
·  

、

＼
．
、  

⋯ ⋯ 情肜 ③ 
、

●、 ●， 一 一 、
．  

≤ 

二< 

S 

图 2 混合灵敏度优化的 S&KS奇异值曲线 
Fig．2 Singular values of mixed sensitivity S& KS  

为了更清楚地理解混合灵 敏度优化方法的 可见，闭环特征向量的条件数比表一有很大改善， 

鲁棒性，本文还与文献[5]进行对比研究，文献[5]是 但在反馈增益阵和混合灵敏度指标上差异十分明 
一

种基于闭环特征向量条件数优化的特征结构设 显，文献 [2]指 出，特征 向量 的条件数不 能真实 

计．以表 1所示闭环特征值作 为文献 [5]的设计 

参数，相应的反馈阵等一些特征参数列于表 2．表中 

反映系统的鲁棒性 ，系统的鲁棒性取决于混合灵敏 

度指标 ． 

表 2 按文献[5]设计的反馈阵和混合灵敏度指标 

Table 2 Feedback matrix and mixed sensitivity 

according to Reference[5] 

6 结束语(Conclusions) 

本文将频率域的 H 控制理论与特征结构配置 

相结合，获得了一种规范的鲁棒特征结构配置设计 

技术，并将两种混合灵敏度有机地融合在一起．计算 

实例表明，这种方法能获得期望的鲁棒性、较小的反 

馈增益、合理的闭环特征值／特征向量． 
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