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反馈控制系统多性能约束指标的相容性 
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摘要：对一类线性随机系统的状态反馈控制，研究极点配置指标 、被控输出对范数有界外扰的 H 抑制指标及 

稳态状态方差上界指标的相容性．希望为实际控制系统多性能指标的选定提供理论依据 ．用线性矩阵不等式(LMI) 

方法分别刻画了极点指标约束下 H 指标的取值范围、以及相容极点指标和 H 指标约束下稳态方差上界指标的取 

值范围，对上述三类相容指标约束的控制问题给出求取满意控制策略的有效方法 ．文中结论用数值算例作了说明． 
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Consistency of multiple performance indices of feedback control systems 

WANG Yuan—gang，GUO Zhi 

(Department of Automation。Nanjing University of Science&Technology，Jiangsu Nanjing 210094，(Yaina) 

Abst嘲 ：Consistency of performance indices is studied for a class of linear stochastic systems via state feedback contro1． 

These constraints consist of pole assignment index，H rejection index from norm-bounded exogenous disturbance to the con· 

trolled output and upper bound on steady State variance．The study aims  to provide a theoretical basis for the choice of desired 

multi·perforroance indices on some practical control systems ．Based on linear matrix inequality(LMI)approach，the region of 

H∞index which is consistent to the given pole index，and a good region of upper state-variance index which is consistent to the 

given consistent pole and H∞index ale presented respectively．Furthermore，a method to find a satisfactory control strategy is 

providedforthe considered systems underthe abo vethree consistent constraints．Finally，themsults concerned isillustrated by a 

numerical example． 
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tory feedback 

l 引言(Introduction) 

实际控制系统通常要求同时满足多种性能指 

标，因而满意控制⋯认为，各项期望的性能指标用区 

域来刻画更有实际意义．只有多种指标同时满足时， 

人们对系统才满意，才可能对系统进一步考虑某种 

优化，因而多性能指标之间的相容性研究将非常有 

价值．目前，这方面的理论研究成果极少，有关多指 

标约束的系统控制研究大都是在假设多指标相容的 

条件下进行的，其主要研究方法是将多指标约束控 

制问题转化为某个修正 Riccatti方程正定解的求解， 

如文献[2～4]，若用这种方法研究多指标约束的相 

容性，结果将会有很大保守性L5]．近来本文作者利用 

LMI方法_6J，在控制指标的相容性方面作了一些研 

究，如文献[5，7]．主要手段是，先将约束指标或根据 

实际需要按重要性排序，或者从便于研究分析的角 

度排序，接着用尽可能好的方式刻画给定的第一约 

束指标，在此基础上刻画第二类指标的取值范围，从 

而可直接判定给定的第二约束指标与第一约束指标 

是否相容；然后用尽可能好的方式刻画给定的相容 

第一、第二类约束指标，接着再刻画第三类指标的取 

值范围．此法可为多指标控制系统的可行性论证及 

性能指标取值范围的选定提供理论依据 ． 

本文针对具有三类约束指标 ：区域极点、状态方 

差上界和 H 界的线性随机系统 ，研究状态反馈下 

约束指标的相容性，给出相容指标的取值范围、相容 

指标约束下满意控制策略的求取方法． 
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2 问题描述(Problem statement) ‘ 

考虑如下线性连续随机系统( ) 

『戈(t) Ax(t)+Bu(t)+Dw(t)， ，，、 

【 (t)： Cx(t)． ⋯ 

其中 (t)∈曼“，为具有零初值的状态向量 ，u(t)∈ 

“ 为控制输入， (t)∈ “：为被控输出； (t)∈ 

“ 当它作为噪声时是零均值、强度为 IV>0的高 

斯 白噪声，而 当它作 为外界扰 动时其各分量 均 

Lebesgue可测；A，B，C，D是适维实常矩阵．假设 

(A，B)可稳，(A，D)可扰 ． 

若定常状态反馈控制律 u(t)= Gx(t)镇定系 

统( )，则相应闭环系统( ．) 

『 (t)=(A+ G) (t)+D (t)， ， 

【 (t)： Cx(t) 一 

的稳态状态协方差矩阵 

：= lim X(t)= lim E{ (t) (t)’ } (3) 

满足如下代数 Lyapunov方程 

(A+BG) + (A+BG)T+DIVDT：0．(4) 

而( )从扰动 到控制输出 的传递函数矩阵为 

H(s)= C(sl—A—BG) D，其 H 范数 

l1 (s)ll ：= 
(

s

)
u p

0 II t II L (。， ) II II 2 ≠ () ∈L (0，∞) ＼ ／ 

(5) 

反映 了被控输 出对有 界扰动 的抑制水平，这里 

ll·ll 2表示向量函数的标准 2范数． 

本文除标准符号外，对两个同维向量 ，Ⅳ，用 

≤ Ⅳ表示各分量不等式同时成立，diag(P)表示 

方阵 P的对角元素组成的行向量，F(q，r)表示复平 

面内中心在 一q+i0、半径为 r的开圆盘(0<r<q)． 

作为系统( )在定常状态反馈下的可配置极点 

区域，当矩阵对(A，B)完全可控时，F(q，r)可以是 

左半复平面内中心在实轴上的任意圆盘；而当矩阵 

对(A， 可稳但不完全可控时，F(q，r)应包含系 

统矩阵 A的稳定但不可控的特征值． 

本文假设 F(q，r)是系统( )在定常状态反馈 

下的可配置极点区域． 

定义 1 对系统 ( )，给定开圆盘 F(q，r)及常 

数 7>0，称 H 指标 7与极点配置指标F(q，r)相 

容，若存在定常反馈增益阵 G，使( )同时满足 

a)极点集 A(A+BG)c F(q，r)； 

b)从 到 的传递函数矩阵满足 ll H(s)ff 

< 7． 

定义 2 对系统 ( )，给定相容极点配置指标 

F(q，r)和 H 指标 7，称方差上界指标 与极点指 

标 F(q，r)和H 指标 7相容，若存在定常反馈增益 

阵 G，使( )同时满足条件约束 a)，b)，及 

C)状态协方差矩阵 满足 diag(X)≤ 2． 

本文目的：研究与极点指标 F(q，r)相容的 H 

指标 7的取值范围、与给定相容极点指标 F(q，r) 

和 H 指标 7相容的方差上界指标 的取值范围； 

并对具有上述三类相容指标的问题给出满意控制策 

略的求取方法 ． 

3 主要结论(Main results) 

用尽可能好的方式分别描述极点约束 、H 约束 

和状态方差上界约束，导出它们的 LMI形式，将相 

容指标的取值范围及相容指标约束下的控制设计问 

题转化成 LMI组约束线性规划问题 ．由离散方程 

Lyapunov稳定性理论易得 

引理 1 反馈增益 G相应闭环( ￡．)满足约束 

a)当且仅当矩阵变量 q的以下不等式有正定解： 

(A+ G+q1)Q(A+ G+q1)T—r2q <0． 

(6) 

引理 2 给定指标 7，则反馈增益 G使闭环 

( )渐近稳定且满足约束 b)的充要条件是矩阵变 

量 q的以下不等式有正定解： 

(A+BG)Q+Q(A+BC)T+7一 qcTcq+DDT<0． 

(7) 

证 由文献[8]中引理 2．1得反馈增益 G使闭 

环( )渐近稳定且满足H 指标 7约束的充要条件 

是变量 Q 的如下不等式(7)有正定解： 

(A+BG)Q1+Q1(A+8C)T+Q1CTco1+7-2DDT<0． 

(8) 

令 Q =7I2Q，则变量 Q 的不等式(8)有解 ，等价于 

变量 9不等式(7)有解 ． 证毕． 

定理 1 系统 ( )存在控制增益 G使 闭环 

( )满足约束 a)的充要条件是，实变量 7、矩阵变 

量 9，G的以下不等式组有解． 

(A+BC+q1)Q(A+BG+q1)T—r Q <0，(9) 

(A+BG)Q+Q(A+BC)T+7-2qcTcq+DDT<0， 

(10) 

q >0，7>0． (11) 

证 充分性显然．下证必要性 ．假设存在反馈增 

益 G使闭环( )满足约束 a)，则由引理 1得单变量 

q的不等式(9)必有正定解．假设 q是其的任一正 

定解 ，展开式(9)可得 

(A+BG)Q+9(A+BG)’ <0． 
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选取适当大的正常数 ，并记 Q，= Q，则有 

(A+BG)Ql+Ql(A+BG) +DD <0． 

再取充分大正数 )，，可使得()，，pI)满足式(10)，进 

而()，，pI，G)满足式(9)～式(11)．定理的必要性得 

证 ． 证毕 ． 

作变换 S= cO ，a= y ，并利用 Schur补引 

理 6，可得定理 l的如下 LMI等价形式． 

定理 2 系统 ( )存在控制增益 G使闭环 

( )满足约束 a)的充要条件是：实变量 a、矩阵变 

量 0，G的如下 LlVlI组有可行解 ： 

f —rq (A+q，)Q+ 1 【
Q(A+g，)T+STB 一rQ J<0’ 

(12) 

『aq+QA +BS+STB +DD Qc ]<0． 
cO —al 

(13) 

由极点指标 F(q，r)状态反馈可配置得 LlVlI组 

(12)，(13)必有解，故下述极小值问题有意义： 

min口：p，S，口 满 足 LlVlI组 (12)，(13)． 

记(Qo，So，ao)是上述极值问题的相应极小值点，而 

)，0=、／／ao，则有如下推论． 

推论 1 对于系统 ( )，当 7>70时，H 指标 

)，与状态反馈可配置极点指标 F(q，r)相容． 

注 1 对给定可配置区域 F(q，r)和 H 指标 y(y> 

y0)约束的控制问题，定理 2也间接给出了求取一个满意反 

馈增益 G的方法 ，即令 a=y ，并求解 LMI组(12)，(13)． 

定理 3 对系统 ( )，假设极点区域 F(q，r)可 

配置，相应 H 指标 )，满足)，>)，0，则所有满足 > 

diag(QL)的方差上界指标 d 都 与区域 F(q，r) 

和 H 指标 )，相容，这里 仇 是如下问题的极小阵， 

rain{tr p}：p，S满足式(12)，(13)和 

aq + + 5+5 +DWD <0． (14) 

其中 a=7 ；且对满足上述条件的三类相容约束指 

标，相应满意控制策略可通过求问题 

LMI组 ：式(12)～式(14)和 Q< Q。 (15) 

的可 行 解 得 到，其 中 Q．是 满 足 Q．> 仇 且 

diag(QI)= 的任一矩阵． 

证 假设变量 (p，S)的 LMI组(12)～(14)有 

解，记 G=sO一，则式(14)等价于 

(A+BG)Q+p(A+BG) +DWD <0． 

(16) 

比较式(15)与式(4)，利用 Lyapunov矩阵理论可得 

Q>X，从而更有 diag(Q)>diag(x)．而由 QL的 

定义知，对满足条件的方差上界指标 ，不等式组 

(12)～(14)总存在的解(Q，S)，使得对充分小的正 

数 ￡，有 QL+el>Q >QL，diag(QL+e1)< ．于 

是 G = Q一作为反馈增益阵，必使闭环系统同时 

满足给定的三类指标约束，即满足条件的方差上界 

指标 与其他两类指标相容．并且，满足定理2中要 

求的矩阵 Q．有很多，如与 有相同非对角元者即 

是其一，而且在给定的三类指标约束下，LlVlI组式 

(15)总有可行解，从而由其任一可行解出发，即可求 

得一满意反馈策略． 

注 2 注意到S=cO，不等式(14)能很好地刻划稳态 

状态方差阵的上界．而当噪声强度 ≤ ，时，定理 2中的不 

等式(14)可省去． 

注 3 求 Q ，时可求得相应增益阵确定的稳态状态方 

差阵托 ，显然有 ≥ 托，因而作为相容方差上界指标，实际 

上只要 2>diag(托 )即可 ． 

4 算例(Numerical example) 

设系统 ( )的系数和噪声 (t)的强度 如下 

『一4 0 0] 『 0] 
A=1 0 —3 l l，B=1 0 0 l， L 

0 0 lj L0 lj 

『 o 0] 『 o o] 
D=l 0 0 l I， =l 0 2 0 I，C=13． L

0 l 0-J L0 0 3-J 

易验证上述 (A，B)可控，(A，D)可扰．设极点 

区域指标为 F(q，r)：F(3，2)，显然它是状态反馈 

可配置的．据定理 l求得 )，o=0．3164，从而满足 y> 

)，0的 H 指标 )，都与极点区域 F(3，2)相容．再设给 

定的H 指标为 7=0．5，据定理 2求得 

9 0 0 ] 
仇 =l 0 0．5000 —0．0036 1． L 

0 —0．0036 0．2ll9-J 

从而，满足 。>[0．1059，0．5000，0．2119]的方差上 

界指标都与极点指标 r(3，2)和 H 指标 )，：0．5相 

容． 

现设对控制系统给定的三类约束指标为：极点 

指标 F(3，2)，H 指标 )，：0．5和方差上界指标 

= [0．12，0．52，0．22]，取对角阵 QI，使 diag(QI)= 

，易得 QI>QL，求解 LlVlI组式(15)约束下极大 

值问题 max{tr O}，得一满意反馈增益 

f一0．7867 0 0 1 
G ： I I． L 

0 — 0．3720 —5．6974J 

经验证其相应闭环极点分别为 一4．4388，一3．2586， 
一 4．7867，传递函数的 H 范数为 I】 ( )I】 ： 
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0．3324，稳态方差阵 满足 diag(X)= [0．1045， 

0．5011，0．2126]，均满足要求． 

5 结论(Conclusion) 

本文对一类线性随机系统的状态反馈控制，研 

究了圆形极点指标 、H 指标及状态方差上界指标的 

相容性，分别给出了圆形极点约束下闭环系统 H 

指标的取值范围，及相容圆形极点和 H 指标约束 

下状态方差上界指标的较好取值范围；对同时具有 

上述三类相容指标的控制问题给出了满意控制策略 

的求取方法．本文工作还可推广到含结构参数扰动 

的线性随机系统 ． 
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