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摘要：针对弱非线性系统的鲁棒建模问题，基于 Volterra泛函级数，结合集员辨识理论，提出了广义频率响应函 

数的鲁棒辨识方法，形成了一套较完整的弱非线性系统的鲁棒建模方法 ．仿真结果表明该方法是行之有效的． 
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Robust identification for nonlinear system based on Volterra series 

WANG Wen—zheng ，旺 Kai—feng ，OU WeTl2，HAN Chong—zhao~ 

(1．China Aerodynamic Research and Development Center，Sichuan Mianyang 621000，China； 

2．Institute of Electronics and Information Engineering，Xi’all Jiaotong University，Shanxi Xi’all 710049，China) 

Abstract：For the robust modeling problem of weakly nonlinear system，based on Volterra series，a robust identification 

methodfor generalizedfrequency responsefunctionis presented by use of setme mbershipidentificationtheory．Then a systemat- 

ic robust modeling me thod for weak nonlinear system is raised．Simulation results show its effectiveness． 

Key w0rds：Volterra series；generalized frequency respo nse function；set me mbership identification；robust identification； 

H identification 

1 引言(Introduction) 

鲁棒控制理论 由于它所具有的突出优点，近年 

来已成为自动控制理论及工程应用领域研究的热门 

话题之一．鲁棒控制理论不仅要求已知被控对象的 

名义模型，而且要求掌握名义模型与真实模型的误 

差界．面向鲁棒控制的系统辨识 (简称鲁棒辨识)正 

是研究这类模型建立的辨识方法 ．目前，这方面的研 

究已取得一定的进展．如 LaMaire等人l】J给出的将 

时域数据映射成一个频域模型，同时得到频域上该 

模型与真实模型的一个误差界的方法；Helmicki等 

人l j给出的 H 辨识的两步非线性算法；Partington~ j 

给出的 H 辨识的线性算法；Zames等人_4j给出的时 

域 H 辨识算法． 

以上算法的主要缺点是：一是只能处理线性系 

统的鲁棒辨识问题；二是给出的误差界偏保守．能否 

给出较紧的误差界对随后设计的鲁棒控制器的性能 

影响较大．Volterra泛函级数能够以任意精度逼近紧 

集上的连续函数，并且其核(特别是频域核～广义频 
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率响应函数)具有鲜明的物理意义．本文以 Volterra 

泛函级数为基础，提出一种弱非线性系统的鲁棒辨 

识方法；同时利用集员辨识方法I5』，不断缩小被估计 

核的集合 ，保证给出较紧的误差界． 

2 Volterra泛函级数截断误差估计(Trun— 

cared error estimation of Volterra series) 

模型的不确定性主要受两方面原因的影响：第 

一

，未测量到的外界输入的影响 (扰动、测量误差 

等)；第二，辨识的模型与真实模型结构间的差别(这 

类误差被称为结构误差)．由于所采用的数学模型不 

可能完全描述系统的特性 ，总有一部分未建模动态 

未包含在所建立的模型结构内，因此结构误差总是 

存在的．从理论上讲，无穷阶的 Volterra泛函级数能 

够精确地描述连续非线性 函数所表征的非线性系 

统，但在实际应用中一般采用有限记忆长度的三阶 

Volterra级数，截断的 Volterra泛函级数必然会引起 

结构误差 ．但对弱非线性系统三阶 Volterra级数已 

具有足够的精度．基于以上考虑．Volterra泛函级数 

离散时域形式表示如下 
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z(t／,)： (t／,)+ “(t／,)+e(t／,)： 
L一1 

∑hl( )u(n— )+ 
i=0 

∑∑s2(i， )h2(i， )u(n— )u(n一_『)+ 
i=0 J= i 

L—I L一1 L—l 

∑∑∑s3(i， ， )h3(i， ， )u(n— 

i)u(n一． )u(n一 )+ 

y“(n)+e(n)，n ：1，⋯ ，N． (1) 

其中，z(n)，Y(n)为三阶Volterra级数的模型输出； 

，，“(n)为结构误差(未建模动态对输出的贡献 )； 

hl，h2和 h3分别为Volterra级数的一阶、二阶和三阶 

时域核；u为输入；s2，s3为系数． 

下面分析 ，，“(n)的大小．设 吐是时域输入信号u 

的傅氏变换．频域的 范数和 H 范数分别定义为 

：  妻 ≤∞， 
ll吐ll ：sup I n(60)I≤ ∞． 

n阶 GFRF( )的 H 范数定义为 

ll (60 一，60 )ll ： 

sup— I (601，⋯，60n)I≤ ∞． 

引理 1 假如二阶GFRF—— H2(cUl，602)的H 

范数 ll H2(60l，602)ll 存在，对于 砬∈Hl n H2，且 

Y2(cU)：(2丌)一 ∑ ／42(cU—cU2，cU2)吐(cU—cU2)吐(cU2)， 
一  

(2) 

那么 

ll夕2 ll 2≤ ll H2(60l，602)ll ll n ll l ll吐ll 2．(3) 

证明从略 ． 

引理 2 假如 n阶 GFRF—— (60l，602，⋯， 

60 )的 H 范数 ll (60l，602，⋯，60 )Il 存在，n∈ 

l n ，且 

(60)： 

(2丌) |”∑ ⋯∑ (cu—cu2一⋯一cu ，cu2，⋯，cu )· 
一  一  

砬(60—602一⋯ 一60 )·吐(602)⋯吐(60 )， (4) 

那么 

II Il 2≤ Il (cU。，602，⋯，60 )Il ·lI吐ll I1 ll吐ll 2． 

(5) 

证明从略． 

定理 1 假如非线性系统存在 Volterra级数解， 

控制输入平方可积，它的傅氏变换 n∈Hl n H2，即 

存在 LU>0，使得 

ll吐ll 2≤ LU八 ll吐ll l≤ LU， (6) 

并且假设 GFRF的 H 范数按指数衰减，即 

ll (jcUl，jcU2，⋯，jcU )ll ≤ _p“， 

n ： 1，⋯ ，∞ ， M ≥ 0，ID< 1八 ID< 1／LU， 

那么从 m阶截断 Volterra级数引起的误差为 

≤ ． (7) 

其中 IDl：ID·LU． 

证 因非线性系统存在 Volterra级数解，则 

(￡)：∑ (￡)，yU(￡)：∑ (￡)， 

“(cu)：F( “(￡))：∑F( (￡))：∑夕 (cu)， 

(60)： 

(2丌)一(n一 ∑ ⋯∑ (cU—cU2一⋯一cU ，cU2，⋯，cU )· 
一  一  

吐(60—602一⋯ 一60 ，602，⋯ ，60 )· (602)⋯n(60 )． 

根据引理 2和 Parseval公式有 

ll “ll 2：(27【)一 夕“ll 2≤ 

(2 )一 ∑ ll夕 (cu)ll 2≤ 

(2 )一 ∑ ll H2(cu。，cu2，⋯，cu )ll · 

ll ll _。·ll吐ll 2≤ 

塞 一 1· ． 
证毕 ． 

显然，假定记忆长度足够长，式(1)中的截断误 

差为 

：  ． (8) 

3 时域核的集员辨识(Set．membership identi— 

fication for kernel of time雠 ld) 

把考虑截断误差(即结构误差)的式(1)写成矩 

阵形式有 

Z ：P0+ +E． (9) 

其中，z是以z(n)为分量的向量， 是以y“(n)为 

分量的向量，E是以e(n)为分量的向量，0是待辨识 

的Volterra级数时域核构成的向量 ，即 

0：[h(0)，⋯，h(L一1)，h(0，0)，⋯，h( 一1， 一1)， 

h(O，0，0)，⋯ h(L一1，L一1，L一1)]T． 

为 Volterra级数的记忆长度 ，P是对应于0的已知 

系数矩阵．设观测噪声的功率是有界的，即 
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I 2≤ ￡E，j￡ ≥0· (10) 

利用式(9)和式(10)可得 

Ilz—P口11 2：11 +E 11 2≤ ll 11 2+l1E11 2≤￡ +~／ f￡ ． 

(11) 

于是，集合 

= {0∈ ， 3：II z一 II 2≤￡ +厂Ⅳ￡ } 

(12) 

包含所有的与观测数据、测量噪声的先验信息和结 

构误差的先验信息相一致的 Volterra级数的时域一 

阶、二阶和三阶核．这个集合称为 Volterra级数的时 

域一阶、二阶和三阶核的可行集(feasible set)．集员 

辨识就是求解这个可行集的方法，详细求解过程可 

参见文献[5]． 

4 广义频率响应 函数的 H 辨识 (H identi— 

fication for generalized frequency response 

function) 

H。辨识误差(局部误差)定义为考虑所有可行 

的时域一阶、二阶和三阶核 hl，h2和 h3，在最差情 

况下的相应阶次的广义频率响应函数的误差(即误 

差的H。范数)．定义一阶 GFRF的 H 辨识误差为 

Jl( )= sup lI Hl(hl，(u)一Hl( (Z)，(u)lI ． 
h．：8 ∈ 

(13) 

定义二阶 GFRF的 H 辨识误差为 

( )= s p lI (h2,∞l，∞2)一 ( (Z)，∞l，∞2)ll ． 
h2：矿∈ 

(14) 

定义三阶GFRF的H 辨识误差为 

．，3( )： 

s p ll风(h3，∞l，(-02，∞3)一H3( (z)，∞l，∞2，∞3)ll ． 
3̂：矿∈ 

(15) 

最小可能达到的 H。辨识误差 尺称为信息半径， 

R = infJ( )． (16) 

利用文献[6]的主要结果，最小二乘法估计 

0 = (Z)= (PTP)一。PTZ (17) 

是使 H。辨识误差达到最小的最优辨识算法 

尺 = ．，( )≤ J( )，V ． (18) 

下面确定 尺的值．定义 

F1(∞)： 

『0，⋯，0，1，Re le-J 2 J，⋯，Re le-J 2 J， 

L 0
，

⋯

，0，l，Im[e-J 2]，⋯，Im[e-J 2]， 

Re[e—j( l 2 ]，⋯，Re[e-J ( l 2’]，0，⋯，01 

Im[e—j( I+ 2 ]，⋯，Im[e-J (∞I 2 ]，0，⋯，01’ 

F3(∞l，(-O2，(-O3) 

『0，⋯，0，1，Re le-J J，⋯，Re le-J 3j， 

L 0
，

⋯

，0，1，Im[e-J 3]，⋯，Im[e-J 3]， 

Re[e-j( 2 3 ]，⋯，Re[e—j ( l 2 3 ]1 

Im[e—j( 2 3 ]，⋯，Im[e-J (∞I 2 ∞3 ]J’ 

定理 2显示了怎样确定信息半径 R． 

定理 2 对于式(1)的系统，信息半径分别为 

Rl： ．，l( )： 

sup {Fl(∞)(PTP)一FIT(叫)}· 
U≤ ∞ ≤ 

√N[(￡u／ +￡ ) 一￡；]， 

尺2：J2( )： 

sup {F2(∞l，O．／2)(PTP) F (O．／l，O．／2)}· 
u≤ ∞1，‘ ≤ 

√N[(￡u／ +￡ ) 一￡；]， 

尺 ： ( )： 

一

sup {F3( l，∞2，o．／3)(PTP)一砖(∞l，∞2，O．／3){· 
”≤ ∞l， ， ≤ 

√Ⅳ[(￡u／ +￡ ) 一￡ ]． - 

其中， ：(·)表示对称正定矩阵(·)最大特征值的 

平方根， 

￡；：(1／Ⅳ)(Z—P0 )T(Z—P0 )． 

证明从略． 

5 仿真算例(Simulation example) 

考虑如下非线性模型 

z(￡)=一0．64x(￡)+ (￡一2)+0．9x (￡)+ 

(t一1)+e(t)． 

输入信号取伪随机信号，噪声为在区间[一0．03， 

0．03]的均匀分布的白噪声，数据点数取 512点．模 

型结构由模型辨识方法获得，若与已知结构一致 ，则 

在该仿真算例中没有结构误差，而仅有测量噪声引 

起的随机误差． 

图 1～图 4给出了上述模型中对应时域核的区 

间估计的收敛过程(仅给出了前 150个点的收敛过 

程，其余与此类同．)．其中，横坐标为采用的数据点 

数，纵坐标为时域核的值，无单位 ．从图中可以看出， 

核的估计区间随数据点数的增加而不断缩小，且都 

包含核的真值 ．由此可见，集员辨识方法以较紧的集 

合给出了 Volterra级数的核估计，为下一步以较紧 

的误差界给出广义频率响应函数的 H 估计打下了 

基础 ． 

0  0  

0  0  

]J ]J  

∞ ∞ 

L  L  

一 一 
e e 

rL  rL  h 

∞ ∞ 

2  2  

一 一 
e e 

rL  rL  

e n R h 

] ]J

： 

．呈 

一
e 

—
e 

[ [ 6  h 

， ， ， 

1  0 ，2 r●●●L r 
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苦 

謇 

图 1 hl(0)的区间收敛过程 

Fig．1 Interval convergence process of hl(0) 

若 

s 

鲟 

采用的数据 点数 

图 3 h2(0，0)的区间收敛过程 

Fig．3 Interval convergence pl'O~SS of h2(0，0) 

图 5和图6分别给出了一阶频率响应函数的频 

率响应及名义模型和实际模型在各频率点上相应的 

H。误差界；图7和图 8分别给出了二阶频率响应函 

数的频率响应及名义模型和实际模型在各频率点上 

相应的H。误差界．其中，水平坐标为角频率／rad·S一， 

垂直坐标为核的频率响应 ，无单位． 

罩 
!  

图 5 一阶名义模型的频率响应 
Fig．5 Frequency response ofthe first 

order nominal model 

窨 

1 

7 
● J 

0 50 100 150 

采用的数据点数 

图 2 h2(0)的区间收敛过程 

Fig．2 Interval convergence process of h2(0) 

采用的数据点数 

图 4 h2(1，1)的区间收敛过程 

Fig．4 Interval convergence pl'O~SS of h2(1，1) 

从图5和图 6可以看出，一阶频率响应 函数的 

误差界与其名义模型幅值相比小得多；同样，从图7 

和图 8可以看出，二阶频率响应函数的误差界与其 

名义模型幅值相比小得多．由此可见，本文方法不仅 

给出了比较合适的名义模型，而且估计的名义模型 

与真实模型的 H。(Worst-Case)误差也较小，为后续 

设计出高性能的控制器打下了基础． 

暑 
!  

释 

图 6 一阶名义模型的 H 误差界 

Fig．6 The H error bound ofthe first 

order nominal model 

4 0 。 0 q 

若 鼙 

2  8  6  4  2 ● 8  6  4  2  O  

● ● ●  O  O  O  O  
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暑  

悔  

盂 

4 

角频牢 ／rad·S-1 0 0 角频牢／rad．S 

图 7 二阶名义模型的频率响应 
Fig．7 Frequency response of the second 

order nominal model 

6 结论 (Conclusion) 

本文利用 Volterra泛函级数，结合集员辨识方 

法，将集员辨识方法获得的 Volterra泛函级数的时 

域核的集合估计转换成名义广义频率响应函数的频 

率响应以及名义模型相对于实际模型的 Worst—Case 

误差界估计，形成了一套基于 Volterra泛函级数比 

较完整的弱非线性系统的鲁棒辨识方法．不仅如此， 

集员辨识还保证了所获得的Worst．Case误差界是较 

紧的．仿真算例表明，该方法行之有效． 
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