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闭环具有锯齿特性 的 PWM 型 DC．DC buck变换器周 期解 的存在性 

范启富，施颂椒 
(上海交通大学 自动化研究所 ，上海 2o0o3o) 

摘要：应用周期方程方法研究具有锯齿波特性的闭环IAVM型 buckDC-DC变换器 周期解的存在性问题，并 

给出了其在一个周期 内仅有一次切换的 TN期解存在的充分条件 ．所给出的结果为闭环 PWM 型 buck DC-DC变换 

器的控制器和锯齿波参数的设计提供了指导准则． 

关键词 ：PWIVlDC-DC buck变换器 ；周期解的存在性 ；周期方程方法 

中图分类号 ：TN87 文献标识码 ：A 

Existence of periodic solutions for 

closed．1oop sawtoo th．featured PW M  DC—DC buck converters 

FAN Qi—fu，Sill Song-jiao 

(tnsam~forAutomationResearch，Shangh~JiaoTongUnivemity，Shanghai 20003O，a1im) 

Abstract：The existence of periodic solutions for closed-loop PWM DC-DC buck converter was studied by n 曩ns of the 

equatlG~ls of耐 0ds．A sufficient condition ofthe existence ofits periodic solutions withonly olae s~tching within a耐 0d Was 

derived．The result given was helpfad for the design ofcontroller and selection ofparameters ofthe carrier signal wi th sawtooth 

characteristic in the closed-loop PWM DC-DC buck converter． 
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l 引言(Introduction) 

具有锯齿波特性 的闭环 PWM 型 DC．DC变换 

器是一种典型的脉冲调制系统 ．由于其切换元件的 

切换速度有限，滑模的发生是不希望 的．在文[1]中 

作者研究 了 tAVM 型 buck DC．DC变换器无滑模和 

跳跃的 Carath6odory解的适定性问题 ，并给出了易于 

检验的充要条件 ． 

本文主要讨论这种闭环 PWlVlDC．DCbuck变换 

器的另一定性特性即周期解的存在性 ．一般来说 ，脉 

冲调制系统是由一类特殊的泛 函微分或积分方程描 

述的系统 ．这类系统 的一个特点是其解不是初值 的 

连续函数 ，并且对于某些调制模 型其轨迹本身也是 

不连续的．研究其周期解存在性 的方法有周期方程 

方法、谐波平衡方 法 (描述 函数法)以及不动 点方 

法L2J．前两种方法是传统方法，后一种方法的理论基 

础是 Bob_1．Brouwer不动点定理和 Brouder不动点定 

理 ．虽然文E2]应用上述三种方法对图 1所示的一大 

类脉冲调制系统的周期解存在性问题进行了比较系 
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统 的研究 ，并给出了其存在条件 ．但没有包括像具有 

锯齿波特性的闭环 PWM 型 DC—DC变换器这样 的 

脉冲调制系统 ．因此 ，本文则研究图 2所示的调制律 

具有锯齿特性的一类特定的脉冲调制系统的周期解 

存在性问题 ．由于包含具有锯齿特性 的 PWIVl部分 

的系统的转移算子一般来说是不连续的，由周期方 

程所导出的条件并不一定能保证 周期解存在，所 

以本文应用周期方程方法和其他的附加条件导出了 
一 定能保证周期解存在的充分条件．然后将其具体 

应用于闭环 PWM 型 buck DC-DC变换器 ，给出闭环 

PWM 型 buck DC-DC变 换器 周 期解 存 在 的充分 

条件 ． 

图 l 一般的脉冲调制系统 

Fig．1 A general purse-modulated systelrll 
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2．2 连续线性部分 (a )+脉宽调制器(PWM)的 

描述 (Description of continuous linear part and 

pulse-width modulator) 

这一小节所研究的对象是 由脉冲调制器(PM) 

和连续线性部分(CLP)组成的控制系统 ． 

PM ： 

图 2 闭环 DC-DC buck变换器的等价方块图 
Pig．2 The equiv~em block diagram of closed-loop 

DC-DC buck converter 

2 一般脉冲调制系统的描述 (Descfiption of 

general pulse—modulated systems) 

脉冲调制系统的基本要素是脉 冲调制器 ．在数 

学上，可以将它描述为将输入函数 (t)映射成输出 

函数 ，(t)的非线性算子．当 t≥0时， (t)，f(t)均 

有定义 ，并且取实标量值 ．脉冲调制器的最一般性质 

是产生了一个采样时刻为 t0=0<t1<t2<⋯ 的 

递增序列．其 中时间间隔[t ，t + )叫做第 几个采样 

间隔． 

一 般地 ，对于连续 的输入 函数 (t)，脉 冲调制 

器产生一个分段连续的输出函数厂(t)．函数，(t)(t 

≤ t<t +1)描述了第 几个脉冲的形状．最常见的脉 

冲形状是矩形 ． 

．

f(t 邕乏 ， 
(1) 

其 中，￡ ，r ， 为实数 ，t ≤ ￡ <￡ +r ≤ t +1，参 

数 和 分别叫做脉冲幅值和脉宽．t 定义了脉冲 

前沿的位置 ，而 ￡ +r 则定义 了脉冲后沿 的位置． 

f(t)的某些参数是 已知 的并且不变 ，而有些参 数 

(称为调制参数)则处理为 (t)的函数 ．对于脉宽 

调制( )来说 ，可变参数是 r ． 

下面讨论具有锯齿特性 的脉宽调制器的数学 

描述 ． 

2．1 具有锯齿特性的脉宽调制器的数学描述 (De— 

scripfion of pulse-width modulator(P、ⅣM)with 

sawtooth characteristics) 

这里 ，t = nT． 

f(t ={ ：a ( t ) -一pp( t ； ： c2 
P(t)为锯齿特性 函数 ． 

P(￡)=Po+ a(￡mod T)， (3) 

其中，a，P0为常数 ，且 a>0． 

f= Ma， (4) 

CLP： 

{警=Ax+ +q(t)' (5) 【 
： 1 + ， 

其中 (￡)是外作用，M为描述脉冲调制器的非线 

性算子 ． 

由线性控制理论知道 ，稳定的 CLP具有如下性 

质：如果它的输入有界，则对于任何初始状态 x(0)， 

它的输出 (t)也是有界的．并且如果当 t一 ∞ 

时 ，
．

厂(t)一0，则对于任何初始状态 (0)，当 t一 +∞ 

时 ， (t)一 0． 

3 闭环 PWM DC．DC buck变换器的周期 

解的存在性 (Existence of periodic solution 

to closed loop PWM DC—DC buck converter) 

3．1 闭环 嗍 IK2-1~ buck变 换 器 的 模 型 

(Model of PWM DC—DC buck converter) 

图 3给出了闭环 PWM DC—DC buck变换器的示 

意图 ．假定 PWM 变换器 中的开关 和二极管是理想 

的．即当它们处于接通状态时，没有电压降，则PWM 

DC—DC buck变换器可以由下面的模型描述 ． 

对象的模型： 

兵中各模态的状态空I司方程的状态矩阵，输入矩阵、 

输出矩阵分别为 

= A∞ = 
0 - 1 ／

舰L 】， 

B10=【 ／。L】，B∞=[。。]T， 
Cl0=[0 1]． 

控制器的状态方程 ： 

箸Xc-=- 二 ㈤ 【y= + ( ，一％)， 
进一步 ，集成闭环 DC-DC buck变换器的对象状态方 

％ 
m ∞ 
B  B 

+ ， + ． 

= = = = 

．  
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程(6)和控制器 的状态方程 ，可以表示 为方程 (4)， 

(5)的形式 ．这时 ，也可以将图 3所示 的闭环 13(2-13(2 

buck变换器抽象成图 2所示的方块图．其 中 

A =[一A 】 [ 10VsB C
lo A 0 】， L— 

c c 

J L J 

q(t)=[0 B ]T ，， =[ T ]T， 

c： 【一DcClo Cc J，D = D ， 

l= Dv ， 

P(t)为锯齿特性函数 ，由式(3)给出． 

图 3 闭 环 DC-DC buck变换 器 的示 意 图 

Fig．3 A schematic diagram of closed-loop 

DC-DC buck convelter 

3．2 闭环 舢 DC．DC buck变换器的周期解 的 

存在性(Existence ofperiodic solution) 

定义 1 令 为一正数 ，如果 V t≥0， 

t t 
㈤  Jr(

+ )=Jr()， 

则称方程(4)，(5)的解描述 了一个 周期解 ． 

如果对于适当的初值 x(o)，关系(8)成立的话 ， 

那么 周期解存在 ． 

(t)=a(t)+1 l(t— )Jr( )d2+ 

I (t— )Vrd2+ l(t)， (9) 

其中 

a(t)= c exp(At) (O)， 

(s)= Cc(s，一A ) ， 

l(s)=一Clo(sl—Alo)一 Blo ( r2(s)+Dc)， 

l(t)， 2(t)分别为 l(s)， (s)的拉普拉斯逆 

变换 ． 

假定控制器 (s)的极点均在开左半平面 ，则 

l(s)稳定 ，存在正数 C，e，使得 

V t≥0，l Wl(t)l≤ C exp(一et) (1O) 

成立，并且 当 t一 +∞ 时，a(t)一 0． 

由于函数 l(t)是常数 ，那么对于任意的正整 

数 J7、r，由周期解的定义有 

(t+Nr)= (t)， 

a(t)= 

a(t+J7、r )一l Wl(t— )／．( )d2+ 
J 0 

j。 Wl(t+J7、r — )Jr( ) 一 

j’。t 一 ) d2+ f。t+l~w2(t+J7、r — )vrd2． 
(11) 

当t<0时，如果将函数 t)进行 周期延拓，即Jr(t 
一  ̂)=Jr(t)，则令 J7、r一+∞，式(11)可以重写为 

a(t)=l l(t— )／．( )d2+ 

Co 

l 2(t— )vrd2， (12) 
一 ∞  

(t)： 。+ 。(t- )Jr( )d + 

rt 

j 0 l(t- )Jr( ) + (o) (13) 
如果延拓函数 l(t)为 l(t)=0，t<O，且考虑到 

式(10)和函数Jr(t)的分段连续有界性，项为 (t+ 

n — )Jr( )的级数在0≤ ≤T时一致绝对收敛， 

则上式可以写成 

)= j Wl(t+一T 2)／(2)d2， 
(14) 

其 中 

= 1+ (O) =(D + (O)) ． 

引理 1 假定 l(t)： eonst．V t和 q(t)： 

eonst．V t，CLP稳定，且 Jr(t)是一有界函数，则式 

(4)和(5)的任意周期解满足方程： 

(t)= (￡)+I (￡一 )Jr( )d2， J n — 

V t，0≤ t≤ T， (15) 

其中 

(t)=∑ l(t+n )． (16) 

定义 2 如果Jr(t)兰eonst．V t≥0，周期解叫 

做平凡的． 

对于 PWM 系统来 说 ，平 凡解 或者 是饱 和 的 

(Jr(t)；一1或Jr(t)；1)或者为0(Jr(t)；0)．这里， 

本文仅仅关心非平凡的 周期解 ． 

下面的引理叙述 了式(16)定义的 (t)的一些 

性质 ． 

引理 2 令 l(t)是一连续 的实值 函数并满 
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足 ，V t≥0，l Wl(t)l≤ C exp(一et)(其中 e，C> 

0)，t<0时，Wl(t)=0．假定 (t)V t由公式(16)定 

义，则 (t)具有下述性质 ： 

a)函数 (t)是在点 t=一nT，rl,=0，1，2，⋯处 

不连续的分段连续 函数 ，在这些不连续点处 ， (t) 

的跳跃量等于 W．(+0)； 

b)对于所有的 t， (t+T)= (t)一Wl(t)，特 

别是当 t∈ (一∞，T)时， (t)的周期为 ． 

对于所有的 t， 
rt+ r+∞ 

I ( )d；t=I Wl( )d；t． 
J t t 

下面讨论如何寻找闭环 PWM DC—DC buck变换 

器的 周期解及其周期解存在的条件 ． 

由式 (4)的锯 齿 形 脉 宽 调 制 律 可 知 ，如 果 

rn≠0，则有 

(nT+r)>P(r)，0≤ r< r ． 

令 r0为稳态时周期解所对应的脉宽．并假定一个周 

期只有一次切换 ．那么有 

d(￡，r0)： +I (t— )ax，v t，o≤t≤T． 
U 

(17) 

令 
r 

I1(t，r)= +I (t一 )d 一P(t)，(18) J n 

则 r0为 

I1(r，r)=o (19) 

的解 ．方程(19)叫做周期方程．如果 r0属于(o，T)， 

并且 

I1(t，r0)>0，V t，0≤ t< r0， 

I1(t， 0)<0，V t，r0≤ t< T， 

则存在非平凡 的一个周期只有一次切换 的 周期 

解 ，且其脉宽为 r0．下面推导 周期解存在的条件 ． 

为了使得 r0属于(0， )， 

r(0，0)I1(T， )<0 (20) 

应该成立 ． 

r(0，0)= 一Po， 

I1( ，T)= + l(0)一P0一口， 

则 

0< 一po<一 l(0)+口或 0> 一P0>一WI(0)+口 

(21) 

为式(19)在区间 (0， )上有解的必要条件．此外 ，进 
一

步为了保证式(19)在区间(0，T)只有一个解 ，还 

须满足下 述条件 ．即当 0≤ t< r时，I1(t，r)一 

I1(r，r)>0；当r≤ t<T时 ，I1(t，r)一I1(r，r)< 

U． 

当 0≤ t<r时， 

I1(t，r)一I1(r，r)= 

I( ( )一 ( +T—r))d +P(r)一P(t)≥ 

(r—t){号一 ( ( )一 ( +T—r)))． 
由此可知 ，如果 

号一 ( ( )一 ( + —r))>0 (22) 
成立 ，则 I1(t，r)一I1(r，r)>0； 

当 r≤ t< T时， 

I1(t，r)一I1(r，r)= 

I( ( )一 ( —r))d +P(r)一P(t)≤ 

(t—r){一 ( ( —r)一 ( ))一导1)． L r《̂《I J 
由此可知 ，如果 

一 iIlf( ( )一 ( —r))一詈<0(23) 

成立，则 I1(t，r)一I1(r，r)<0． 

综上可得到下述定理 ． 

定理 1 如果条件 

0<l 一P0 l<l一 l(0)+口l (24) 
和 

旦T >max{_
。 

( )一 (t2))， 
O《 It< I，< r 一 

sup ( (t1)一 (t2))) (25) 
O《 It<b<r ‘ 一 、 

成立 ，则调制为具有锯齿波特性 的 删 M，Q 稳定 

的系统(4)，(5)具有非平凡的一个周期内只有一次 

切换的 周期解 ． 

对于闭环 刚 M buck变换器来说，由于其基本 

工作条件是 ≤ ，如果 口，Po非负 ，易见定理 1的 

条件(24)自然满足．因此 ，闭环 删 M buck变换器有 

非平凡的一个周期内只有一次切换的周期解的条件 

可以归纳成下面的推论 ． 

推论 如果 

旦
T >max{_

。 
( (t1)一 (t2))， 

。 

s

。

u p r( (t1)一 (‘2))} 

成立 ，则具有锯齿波特性 的 删 M buck闭环变换器 

具有非平凡的一个周期内只有一次切换的 周期 

解 ． 

由于篇幅的限制，本文仅以一比例控制的具有 

锯齿波特性的 刚 M buck闭环变换器为例通过数值 
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计算简单地说明上述结果 ．所用的参数如下[3]： 

L = 50 H，R = 3 Q，C = 500 F， 

= 28 V，秽，= 15 V， 

口 = 4o． T = 0．0001 S． 

当比例控制器的增益 =10时 ，有 

： 5×105， 

max {一 inf ( (t1)一 (t2))， 
0《 I，< I，< 

0≤l

s

I<l

up ( )一 (￡2))}- 

1．378× 105
．  

条件(25)满足 ，具有非平凡的一个周期内只有一次 

切换的 周期解 ． 

当比例控制器的增益 K =4o时，有 

导 ：5×105， 

max {一 inf ( (t1)一 (t2))， 
0《 Il< I，< 

s

．

u p ( (￡1)一 (￡2))}- 

5．512 × 105
． 

条件(25)不满足，不能保证具有非平凡的一个周期 

内只有一次切换的 周期解 ． 

4 结语(Conclusion) 

具有锯齿波特性 的闭环 IAVM 型 buck DC-DC 

变换器是一种特殊的脉冲调制系统 ．由于该 系统的 

转移算子一般来说是不连续 的，由周期方程所导出 

的条件并不一定能保证周期解存在 ．本文应用周期 

方程方法和其他的附加条件给出了其在一个周期内 

仅有一次切换的 周期解存在的充分条件 ．在闭环 

1AVM型 buckDC．DC变换器的控制器和锯齿波参数 

的设 计时 可 以利 用所 给 出的结 果检 验设 计 的合 

理性 ． 
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