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摘要：研究一类二阶非完整系统的镇定问题．通过状态和输入反馈变换将系统模型转换为二阶链式标准型，并 

对标准型给出一种时变光滑指数镇定控制律．所得结果应用于欠驱动平面刚体的镇定． 
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Stabilization of a class of second-order nonholonomic systems 

MA Bao．1i 

(The Seveath ReseaIch Division，~ jtng University of A_econautics and Astmnaufics，aeijing 100083，Ofina) 

Abstract：Stabilization of a class of second-order nonholonomic systems was investigated．The state and input feedback 

transformations We13~constructed explicitly to convert the second-erder nonholonomic system to second-cadet canonical chained 

form．Smooth time-varying exponential conlrol law was proposed to stabilize the second-order canonical chained form．The oh- 

tained result Was applied to stabilize a planar ulMeractuated rigid body． 
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1 引言(Introduction) 

近十多年来 ，非完整系统的控制问题得到了较 

为深入 的研究 ，并取得了一系列卓有成效的结果 ．但 

这些研究大多是针对受一阶非完整速度约束的系统． 

相对而言，对受二阶非完整约束系统的研究却较少 ． 

近几年，在二阶非完整系统的控制方面已取得 
一 些进展 ．Oriolo等人推导 了欠 驱动机器人系统的 

加速度约束分别为二 阶非完整、一阶非完整和完整 

的条件u J．对于两杆平面机器人 ，当只有第一个杆 

有驱动时，Suzuki等人利用主动关节 的周期运动使 

欠驱动关节到达期望位置L2j，并利用平均系统 的方 

法设计 了 反馈 镇 定控 制 器 ；通 过 对 系 统进 行 

Nilpotent近似，de Luca应用路径规划算法将系统状 

态控制到原点附近L4J．对三杆欠驱动机器人系统 ，当 

第三杆为欠驱动时，Arai[5J通过构造状态空间任意 ， 

两点的轨迹证明了系统的全局可控性 ，并利用反馈 

控制将系统镇定在所设计的轨迹上 ；Imura通过 

坐标和输入反馈变换将系统转换为二阶链式形式， 

并给出了一种分段光滑镇定控制器 J．对于具有一 

个欠驱动关节的机器人系统 ，Ra．'hinam和 Murray给 
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出了系统为构形平坦的条件以及构造平坦输出的算 

法 ；Arai利用 time-scaUing方法给出了一种双向路 

径规划算法 J．针对手端驱动的多杆冗余机器人系 

统 ，de Luca等人分析了系统 的可控条件 ，并对 PPR 

机器人系统给出了开环控制算法 ；Reyhanoglu研 

究了欠驱动水面船只和含有欠驱动部件的平面刚体 

的控制问题 ，并设计了非连续反馈控制律将 系统状 

态指数镇定到原点[11,12]． 

大部分实际的一阶无漂移非完整系统都可通过 

状态和输入反馈变换转换为一阶链式标准型，从而 

使得控制器的设计得到简化 ．但对 阶非完整系统， 

目前尚无公认的标准型 ．对于含有一个欠驱动关节 

的三杆机器人系统和手端驱动的 PPR机器人系统 ， 

文[13]通过状态和输入变换将其转化为二阶链式形 

式，然而对于一般的欠驱动机器人系统 目前还没有 

得到将其化为二阶链式标准型的条件和算法 ． 

本文考虑一类二阶非完整系统 的镇定问题 ．首 

先通过状态和输入反馈变换将系统转换为二阶链式 

系统 ，进而对二阶链式系统导出一种时变光滑反馈 

镇定控制律 ． 
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2 一类二阶非完整系统(A class of second-or- 

der nonholonomic systems) 

考虑非线性控制系统 

l= Ml， 2=M2， 3=口( 2)Ml+p(X2)tt2， 

(1) 

其中 = ( l， 2，X3)T =( l，戈2， 3)T为系统状 

态，M=(Ml，tt2)T为控制输入，a( 2)，p( 2)为 2的 

二阶可微函数． 

系统 (1)中 的第 三个 方 程 3= a(X2) l+ 

p(X2) 2是施加于加速 度 ( l，茗2，戈3)上 的一 种约 

束 ，如果该约束不可积 ，则称约束为二阶非完整的． 

记 

a 2=3a(X2)lax2， 2=ap(X2)／3X2， 

a 2 2 = 8a 2／o')X2， 2 2= a 2／a 2， 

并定义集合 n = { l a 2≠0}． 

可以证明系统(1)具有以下性质：1)V c n， 

系统(1)小时间局部可控；2)系统(1)的一阶线性近 

似系统不可控 ；3)系统(1)不可 由光滑纯状态反馈 

镇定 ． 

3 二阶链式标 准型 (Second-order canonical 

chained form) 

系统(1)虽然形式简单且小时间局部可控，但由 

2)和 3)知 ，系统 (1)的一 阶线性近似系统不可控且 

不可由光滑纯状态反馈镇定，所以其控制问题并不 

平凡 ．本节讨论如何通过坐标和输入反馈变换将系 

统(1)转换为二阶链式标准型 ． 

定理 1 V C n，系统(1)可通过以下微分同 

胚坐标变换和非奇异输入反馈变换 

Yl=Xl+，(X2)，Y2=a( 2)， ⋯ 
y3= 3+g( 2)， (2) 

- z z戈 + ／Z1+ zMz， 

(3) 
I)2 (2x2 2 + a 2tt2， 

转换为二阶链式形式 

Yl= Vl，Y2= V2，Y3= y2vl， (4) 

其中 2=of(X2)lax2， 2 2= 2／3x2， 

X2)=1 ( 2／ax2)d 
(5) 

g(X2)=1 (嘏2／a 2一f1)dx2． 

证 因 a 2≠0，所以上述状态坐标变换为微分 

同胚 ，输入变换非奇异 ．由式(5)可得 

= 3~2／a 2，g 2= 2a—J9， ，、 

g 2 2 ： 2 2 + 2 2 一 2 2 2 ． 
(6) 

对式(2)微分两次并应用式(3)得到 

Yl= Vl，Y2 V2， 

Y3=OtlZ1+( +gx2)11,2+gx2 25c；． 

再利用式(6)，(2)和(3)有 

3：(2／／,l+c 2M2+c 2 2 ；= 

口( l+ 2M2+ 2 2 ；)=Y2 1． 

4 二阶链式标 准型的镇 定 (Stabilization of 

second-order chained form) 

系统(4)的反馈镇定问题可表述为 ：设计控制器 

l()，，岁，t)， 2(Y，岁，t)使得系统(4)从任意零速度 

状态到达原点 ． 

针对二阶和一类扩展 的高阶链式系统 ，文 [13] 

和[14，15]借助非连续坐标变换技术设计 了非连续 

指数镇定控制律 ．对一类非完整 向量幂式 系统 ，文 

[16]通过引入辅助状态的方法设计了时变光滑指数 

镇定控制器 ．以下针对二阶链式系统(4)给出一种时 

变光滑指数镇定控制律 ． 

弓l理 1[ ’] 若 Al为 Hurwitz阵，A2(t)为时变 

阵且满足 

1)lira A2(t)=0； 
I—● ∞  

r ∞  

2)I l A2(t)l dt<∞， 
0 

则系统 戈=(Al+A2(t)) 指数稳定 ． 

引理 2 考虑线性系统 l= l及控制律 

Vl=一2klYl—k2yl+Ot(t)， 

a(t)：e ． 

若 kl> >0，则 Yl，穸l，e(t)= l／a—c指数趋于 

零，其中 c： ／(后一 ) ． 

证 闭环系统为 l+2klYl+研)，l=a．由于 

kl>0，a(t)指数收敛到零，所以(Yl， 1)指数收敛 

到零．作状态变换 Yll=Yl／a，Yl2=Yl／a，则有 

ll= YI2+ '~Yll， 

l2=一(2kl— )Yl2一后})，ll+1， 

Yll=一2(kl— ) ll一(后l— ) Yll+1． 

由 kl> >0知 ，Yll指数收敛于 1／(kl— ) ， ll指 

数趋于零 ，Yl2=岁ll— )，ll指数趋近于 一 ／(kl— 

) ，Vl／a=一2k'~yl2一kEyll+1指数收敛于 

一 2k1(一 )／( 1一 ) 一 }／(k1一 ) +1： 

／(后l— ) ： c， 

即 e(t)= l／a—c指数收敛于零 ． 

定理 2 时变光滑反馈控制 
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· 

l 一 2 l l一 2yl+ 口

， (7) 
2=一 k21y2一 k22y2一 k31y3／a— k32Y3／a 

酋以保证二阶链式系统(4)的所有状态指数收敛到 

零 ．其中 kl> >0，a=e ，k2l，k22，k3l，k32使得 

矩阵 

『 0 1 0 0 ] 
， 

A。 ：I一： l 一：22 一 l 一． I LI 
c 0 0 j 

为Hurwitz阵． 

证 由引理 2知 ，控制 l可保证 Yl， l，e(t)指 

数趋于零 ．进行以下状态变换 

)， )， '勉  )， ’ (8) 

Y31= y3／a．Y32= y3／a． 

对式(8)各等式两边求导并利用式(4)和(7)可得 

f 2l= Y22， I 

j Y22 一 2ly2l一 22y22一 3lY3l一 32Y32’(9) { l J 
l 3l Y32+ Y31， 

ly32=cy2l+ )，32+e(t)y21． 

式(9)又可写为 y：(A1％+A2e(t)) ，其中 

Y= [Y2l，Y22，Y3l，Y32 

r0 0 0 03 

1 0 0 0 0 I 

A2 l 0 0 0 0 l‘ L_
1 0 0 0J 

由于 e(t)指数趋于零 ，Al 为稳定阵，所以由引理 1 

知 ，系统(9)指数稳定 ，即 Y指数趋于零，从而 (Y2， 

2，Y3，Y3)指数趋于零 ．前已证 明(Yl，Y1)指数趋于 

零 ，所以系统 (4)的所有状态(Y， )指数趋于零． 

注 1 总可选择 k21，k ，k31，k32使得 Al 为 Hurwitz 

阵 ． 

注 2 控制律(7)为时变光滑，克服了文[13一l5]中控 

制律对 系统初始状态的限制 ． 

5 算 (Exan~le) 

考虑在水平面 内运动的刚体 ，其质量和转动惯 

量分别为 m和，．记( ，Y， )分别为刚体质心在惯 

性坐标系中的位置和刚体的姿态角 ，施加在刚体上 

的外力为(Fl， )且分别沿惯性坐标系的 轴和Y 

轴方向，外力作用点距刚体质心的距离为 r．刚体的 

运动方程为 

F rsin F2／'COS ． 
。 力

=  一  ． 

⋯  

假定 ∈ (一 2， 2)，则在进行以下输人反 

馈变换 

Ml=Fl／m，M2=(Fl rsin 一F2r COS )／I 

后 ，刚体运动方程可重写为 

Y 

M

u

l

lt

’

an 一

u

u

2

2

’

IJ(n ) 。 ． (11) 
：  一  (m )sec ． 

应用定理 1可将模型 (11)转换 为二阶链式标准型 

(4)，相应的输人和坐标变换为 

r Y1= +，／(m )(c0s 0—1)， 

{Y2=tan ， (12) 

LY1=Y+i／(rm)sin ， 

r l=一I／(rm)0 c0s +Ml一 

{ U2I／(rm)sin ， (13) 

L 2=sec2 0(u2+2 tan 0) 

应用定理 2中给出的控制律(7)进行仿真 ，相应 

的物理和设计参数取为 ． 

m ：1，，=1．2，r= 1， =2，a(0)= 15， 

kl： 4，k21= 68，k22 = 12， 

3l= 256，k32： 256， 

初始条件取为 ( o， o， o)=(2，一 ，一2)．图 1， 

2分别为状态 ( ，0，y)’和 (露， ， )的时间轨迹 ，可 

以看出刚体的所有状态指数都趋于零 ． 

0  

0  
一  

0  

0  
一  

‘  

· 

图 1 状态 ( ， ，Y)的时间轨迹 

Fig．1 Tune waj~ es of states( ，0，Y) 

图 2 状态 (戈， ， )的时间轨迹 

Fig．2 Time wajeet~ies of states(露，f》， ) 

6 结论(Conclusion) 

本文讨论了一类受二阶非完整约束的非线性系 

统的镇定问题 ．通过输人和坐标变换将 系统模型转 

换为二阶链式标准型 ，并对标准型设计了时变光滑 

指数镇定控制器 ．所得结果应用于欠驱动平面刚体 
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的位置和姿态的同时镇定，证实了文中方法的有效 

性 ． 
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