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摘要：基于 LMI方法，考虑了离散对象的阶数不超过广义对象阶的降阶 H 控制器存在性问题．通过 3LMIs可 

解性条件的等价变换，给出了一个降阶控制器的上界．该上界可适用于奇异和非奇异对象两种情形 ，且在奇异情形 

不为已有结果蕴涵．证明是构造性的，当降阶控制器存在时，可以设计出这种控制器．最后给出了两个简单的算例， 

说 明文中方法 的可行性 ． 
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Design of reduced-order H controllers for discrete-time plants 

ZENG Jian．ping ，LIN Du2 

(1．Centerfor System andControl，Departm~t ofMechanics andEngineering Science， University，B卿jllg100871，China； 

2．Department of Au~malic Control，North China Ins~tute ofTechnology，Shanxi T~iyuma030051，C~na) 

Ab舀舡钮ct：The existence of reduced-order H∞controllers with order not greaterthan that of ge瑾枷 zed plants was studied， 

based Oil LMI for discrete-time#ants．An upper bound of order forthe controllers was obtained via equivalent3LMIs，and was 

applicable to both singuhr and non-singular plants．Moreover，the bound waS not-m by the previeus 0ne for stag~  

plants．Finally．two examples weIe given tO show the feasibility ofthe method． 
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l 引言(Introduction) 

DGKF方法和 LMI方法通常可得到阶数为广义 

对象阶的所谓全 阶控制器 ，阶数小于广义对象阶的 

降阶控制器的构造是 H 控制领域具有挑战性的问 

题之一 ．几个学者研究 了奇异对象的降阶控制器设 

计问题，如文[1—3]及其参考文献．文[4]在统一框 

架内考虑了连续和离散系统，其方法尽管可用于非 

奇异对象 ，但在这种情形其结果实际上退化为全阶 

控制器的平凡情形．在连续情形，文[5]给出了一个 

降阶控制器阶的上界 ，适用于一般 H 控制问题 ．文 

[5]的结果不适用于离散对象，在此情形下，文[5]方 

法所能得出的结果等价于文[4]，对非奇异离散对象 

其降阶控制器退化为全阶控制器．因此，一个令人感 

兴趣的问题是 ，对非奇异离散对象是否存在降阶控 

制器 ．本文考虑一般的离散对象降阶控制器存在性 

问题，给出了一个降阶控制器阶数的上界，该界可适 

用于奇异和非奇异对象两种情形 ． 
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2 预备(Preparation) 

给定矩阵 E∈R ，F∈ ，Q=QT∈ 

R ，考虑如下 LMI： 

ERF+(ted')T+p <0，R >0． (1) 

若 E或 不列满秩，则 LMI(1)中部分矩阵变 

量是 自由的，可以删除这些 自由变量 ，减少矩阵变量 

的维数 ．设 

r=r卸k E<min{m’ E=u【 
为 E的奇异值分解，其中，U∈Rmxm和 V∈ xn是 

酉矩阵 ， ∈ ”为对角正定矩阵．令 

y=慨 =【 ， 
并代人式(1)，记 

Sym (E，R，F)：=ERF+(ERr)T， 

则有如下结论成立 ： 
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命题 1 LMI(1)可解 ，当且仅当 Yl2和 Yl1， 
O满足女Ⅱ．F LMI： 【6’ 

S
．

ym ( 【 】，y。。，c，o F)+ 
Sym( l， )+Q<0．一2) 
注意到 LMI(2)中 Yl2无约束，进一步利用矩阵 

变量删除的标准方法可将其去掉_6]，记 A上为具有 

如下特征的矩阵：ker(A上)：R(A)且 A上A >0， 

ker(A)和 R(A)分别表示 A的核和值域空间，则 

推 论 1 LMI(1)可 解，当 且 仅 当 

[0 ，]UTQU[O ，]T<0，且 Yll>0满足 

(( ㈣上 F(叫 )+ 

(FT 【：】)上Q( 【：】)上 <。． c3 
LMI(3)的矩阵变量 Yll已降低为 r×r矩阵．当 

F行不满秩时，同样可采取上述方法，降低矩阵变量 

的维数 ．另外 ，矩阵变量删除处理后 ，其等价条件形 

式不变 ，故这一过程可以重复进行，直到形如(1)的 

LMI中，E和 列满秩为止 ．有算例表明这种情形是 

存在的． ．
．  

3 主要结果 (MaiIl results) 

考虑 阶离散广义被控对象 ： 

r A Bl BE-l 

m ) 
U

=  

⋯  。 。  

(4) 

L C2：D2l 0 J 

式中 

【 A‘ ， 】：=c( ，一A)一1日+。，I． 
表示 z-变换算子．z∈ Rn，y∈ Rn,，W∈R 和 “ 

∈ R u分别表示广义对象的控制输出，测量，外部输 

入和控制信号 ，各矩阵具有相容的维数 ．对广义对象 

(4)假定：1)(A，B2，C2)为可稳可检对 ． 

引理 1 对离散对象(4)，如下陈述等价 ： 

1)存在一个 H 控制器 ； 

2)存在阶数不超过 的控制器，其中 

凡 =min c np—rank【 二】+rank。。：， 
一 rank[C2 D21]+rank D21)； (5) 

3) ≠ 0，其中 

LG：={(R，S)∈ Rn, n×R n：R∈ LE， 

s ， 。】， 

{⋯ ： 上· 
『ARA l_R+BlB{ ARC{+BID{l 1 

【ClRAT+DllBI ClRcT+DllDTl一，J 

< 。)' 
={s 上· 
『ATSA一|s+clcl ATSBl+CTDll 1 

【BISA+DTlC1 日1、|s日l+DTIDll一，J 
T 

． ㈣  

若 LG≠0，则存在一个阶数 凡d≤rank(R—S )的 

H 控制器 ． 

Gahinet和 Apkarian证明了 1)Y~I 3)的等价性[ ， 

也给出了由 (R，S)∈ LG，构造阶数为 nd=rank(R 

一 |s一1)的控制器的方法[6，71．1)Y~I 2)的等价性 由文 

[ ]给出． 

记 

吼 = 上 
， 

=  

。。 ，】【 ， 
则 LE中LMI即为 

MERMTE—NERNTE+QE<0． (9) 

将式(9)改写为 

Sym (ME+NE，R， 一怫 )+2QE<0， 

(-10) 

则 LMI(10)具有式(1)的形式 ，即 

E=ME+％ ，F= 一怫 ． 

利用命题 1，参考文献 [4]中方法，可以证 明以下结 

果 ： ’ 

定理 1 对离散对象(4)，若 H 控制问题可解， 

则存在阶数 

rc≤ 
． 

n 【 上【 ，】， 【 】上【 ，】) 
(】1) 
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的降阶控制器 ． 

证 采用命题 1中符号，定义两个集合 

】> ．和 满足 
(12) 

：{(y's ，【 ． 
显然 

R∈ § Y= l／rRl，∈ 三E， 

(R，s)∈ LG甘 ( R ，S)∈ 三G． 

由 H 控制NIN~-I解 ，则 LG≠ 三G 0．V(Y，S)∈ 

三G，令 Z= Y一 |s V≥O，并按 Y分块划分 

= 【 】， 
其中 Zll∈ Rr ．构造 ： 

一y：=【 芝】， ：= 一z +z z+-z·z， 
(14) 

其中，z+l为 Zll的 Moore—Penmse逆．由 Z半 IT_定 ， 

故有 Znz+lzl2=Zl2[~]，从而 

一  s一1 V： ŷ— Y 4-Y一 s一1 V： 

【z [， l2] 
(15) 

因 ≥ S一 >O，故 ∈三E．又由式(15)知 

【 o． 
故 (Y，S)∈ LG，且 

rank Zll=rank( 一 |s一 V)≤ r=rank E． 

由此就有 ( ，S)∈ LG，且 

rank ( 一S一 )： 

rank( 一 |s一 V)≤ rank E， 

由引理 1知 ，存在 阶数不超过 rank E的降阶控制 

器 ，参照 Gahinet等的方法[ ， ]不难构造出这种控制 

器 ．同理可证(11)中后一不等式． 证毕 ． 

对偶 的，可将 中 u 改写为 

Sym(MF+Ur，S， }一Ⅳ})+2 <0， 

(16) 

其中 

叭 = 

上 

， 

： 【爰】上【 。 ： 二，]【爰广． 
同定理 1，可证明降阶控制器阶数 

上 

综上所述，得到本文的主要结果： 

定理 2 对离散对象(4)，如下陈述等价 ： 

1)H 控制问题可解； 

2)存在阶数 

【 】上【 【爰】上【 
的降阶控制器 ． 

对定理 2中降阶控制器上界 ，以下结论可给 出 
一 个几何上的解释： 

命题 2[8 对矩阵 A∈Rm×n和 B∈ ，有 

rank
．

，A =rank B—dim (ker(A)n R( ))． 

(17)。 

证 记 AR(B)：= { ： = ，Y∈ R(B)}，又 

All(B)= { ： =．4Bz，z∈ Rl}= R(aB)， 

故有 

rank AB=dim (R(AB))=dim (AR(B))． 

令 R(B)= 0 (ker( )n R(B))，则 n 

ker(A)= ．由此 AR(B)=A ，易见 A是从 到 

AR(B)的一个 同构映射，即 AR(B)与 同构 ，故 

dim (AR(B))=dim ( )．考虑到 

dim{R(B)}=dim ( )+dim(ker(A)n R( ))， 

即知式(15)成立 ． 证毕 ． 

注意到 

上

= R ， 

上

= R 

由命题 2即有 

rank 上 ，】- 

mnk ，】_ 】n R ，】】， 
(18a) 

上 ，】- 

= 

1__I__ J  
2  

Z 

￡! +̈  Z Z 

T￡! Z 

n T￡j Z Z 

-_____-___L  
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瑚 k ，】_ {R(i Da一,J)N 

由此 ，定理 2中降阶控制器阶数基本上决定于 

式(18)右边两个值域空间的交空间大小 ． 

注 直接对式(9)中 和式(16)中坼 做奇异值分解， 

沿用定理 1的方法可证明降阶控制器的一个上界为： 

= min{rank 上 rank 上叭 
可以证明这个上界等价于引理 1中的界(5)．从命题 2给 出 

的几何解释来看，对奇异对象 ，上界(5)与定理 2的结果一般 

互不包含 ，设计中应取两者的最小值 ． 

不失一般性，可设对象(4)中 [ DT2]和 

[c2 D2。]行满秩 ，否则，分别表明具有冗余执行机 

构和传感器，通过变换可将其从式(4)中删除 ．由定 

理 2知 ，在以下情况下降阶控制器必存在． 

推论 2 1)设 [ DT2]行满秩，则当n >n： 

时，必存在阶数 n ≤ rtp+n：一 的降阶控制器；2) 

设 [c2 D2。]行满秩，则当 n >n 时，必存在阶数 

n ≤ rtp+n 一n 的降阶控制器 ． 

证 1)注意到 

2E = 上 ，】∈ n ， 
由 n >n：，则 rank E≤tip+n：一n ，据定理 1可知 

结论成立 ．2)的证明相同，略 ． 证毕 ． 

4 算例(Example) 

l U l l 

l O．2 l O 

2 O O 1 

． O l l 0． 

R( )n R( 一 ⋯ ， 
据定理 1可得到一阶的降阶控制器 ． 

例 2 给定对象 

A =『．21 075 0 B 1 B
k0 0 0 

= I ． 1， ．=I l， ， 

．
2J L0J 

哪 
钮 

DII= 0，O12 = D2l= 1
． 

可验证其 H 控制问题可解，上界(5)不能得到降阶 

控制器．由定理 1可得到二阶控制器
． 

5 结论(Conclusions) 

本文基于 l_aM／的等价变换，得到了一种离散对 

象的降阶控制器设计方法 ．该方法可适用于非奇异 

对象的 H 控制问题 ，并给出了算例予以说明．这表 

明非奇异对象也可 以有降阶控制器，降阶控制器的 

存在性本质上并不由被控对象的奇异性决定 ． 

类似于文[9]的工作，本文所用方法可用于离散 

情形的正实控制 、混合 HE／H 控制 、镇定控制 、协方 

差上界控制、LQG控制 、L 控制 、鲁棒 H2控制、鲁棒 

L 控制和鲁棒H 控制等一类控制问题，给出相应 

的降阶控制器设计结果 ． 
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