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摘要 ：针对不确定线性系统 ，研究鲁棒 LQ设计 的稳定裕度分析问题 ．首 先提 出不确定 系统 a。裕度稳定鲁棒 

界 ，针对结构和非结构不确定系统 ，分别给出了鲁棒 LQ控制 系统的鲁棒稳定裕 度性分析方法 ，进 一步给出对结构 

不确定系统优化鲁棒界的算法．最后是造纸打浆过程实例的鲁棒稳定裕度性分析以及相应仿真结果． 
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Robust stability margin analysis of LQ design 

for uncertain linear systems 

XUE An—ke．JIANG Nan．W ANG Jiang-zhong 

(Automation Department，llangz~u Institute of Electronics Eagineering，z~jimag}kIng皿l0Il 310037，China) 

AbsI瑚ct：The problem of Iobust stability margin analysis of robust LQ design for uncertain linear systems was discussed． 

Based upon a modified。ro bust difference equality，a rol~ t bound witha0 stability margin was presented．Then，mbIl蚰1ess anal- 

ysis approaches of rol：xlst LQ design for SllalCtllII~ and unstructured uncertain systems Well~proposed respectively．For structured 

IⅡ systems，an approach was presented to improve the robustness through selecting a plDperparanmer andweighting n1a_ 

trices．A design example of paper making process was given and corresponding simulation results were offered as web． 
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l 引言(Introduction) 

线性 二 次最 优 控 制 (简称 LQ 调节 器 )具有 

(1／2，∞)增益裕度和 6o。相位裕度的良好性质⋯l，但 

当系统存在不确定性时 LQ调节器 的最优特性将受 

到影响l1．2J．有关鲁棒 LQ(简称 RLQ)问题的研究已 

引起人们的广泛关注，并取得了许多研究成果[ ~5]． 

然而，现有结果大多受到不确定性范数有界[ ]等条 

件的约束 ，不可避免存在一定的保守性 ．如何给出不 

确定系统鲁棒 LQ问题保守性的度量 ，解决 LQ设计 

的鲁棒性分析问题 ，对不确定系统鲁棒 LQ调节器 

的分析和综合是十分有意义的． 

本文考虑不确定性进入状态矩阵和输入矩阵的 

线性系统 ，提 出鲁棒 口0稳定裕度的概念 ，给出非结 

构和一类结构不确定系统具有 口0稳定裕度 的鲁棒 

界 ．对结构不确定系统 ，本文还进一步给出一种通过 

参数和性能指标加权阵选择来改善不确定闭环系统 

鲁棒性的方法，从而减少鲁棒 LQ设计的保守性 ． 

2 问题提 出和基本公式 (Statement of prob— 

lem) 

考虑由以下状态方程描述的一类不确定线性系统 

戈(t)=(A0+AA)戈(t)+(B0+AB)z‘(t)，x(o)=戈0． 

(1) 

其中 戈(t)∈ 是系统的状态向量 ， (t)∈R 是系 

统的控制输入，Ao∈ 和 B0∈ 是已知常数 

矩阵 ，△A和 AB是具适当维数的不确定实值矩阵． 

系统(1)所对应的性能指标为 

．，=I (戈(f)T (f)+r／／,(f)Tz‘(f))dt．(2) 
U 

这里 Q>0，r>0．若假设(A0，B0)可稳 ，则式(1)所 

对应 的标称系统 (A0，B0)(即 △A =0和 AB：0) 

和性能指标(2)有状态反馈最优控制 

I‘(￡)=一K (￡)：一r一 B P (￡) (3) 

使闭环系统渐近稳定 ，并具有无穷增益和 6o。相位的 

最优稳定裕度．其中 P为下面代数 Riccati方程的唯 
一 正定解 
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o+A P+q—rI1PB0B P =0． (4) 

当系统(1)存在不确定性时，由式(3)构成的不确定 

闭环系统 

(t)=(A0+△A一(B0+AB)K) (t) (5) 

的稳定裕度甚至渐近稳定性都将受到影响 ． 

3 鲁棒稳 定性能条件 (Conditions of robust 

stability performance) 

对矩 阵 ∈ ， 记 ( )[ ( )]和 

(X)[ (X)]分别表示矩阵 的最大和最小特征值 

(奇异值)． 

引理 113] 若记 T( )=肺 ( )B，其 中 A=A0 

+△A，B=B0+AB， ( )=( 一A)_。，K=r一 

80Tt'
． 如果存在某正常数 口o≤ l，使下式成立 

(，+T(s))≥ 口0， (6) 

则规范 LQ调节器具有增益裕度和相位裕度 

GM =1／(1±口0)， (7) 

PM =±COS一 (1一口 ／2)． (8) 

定义 1 对不确定系统 (1)和性能指标 (2)，如 

果存在状态反馈控制(3)，使系统 (1)具有式(7)和式 

(8)所示的稳定裕度 ，则称不确定闭环系统(5)是鲁 

棒 口0裕度稳定的， (t)为对应的鲁棒 口0裕度控制 ． 

4 鲁棒性能分析 (Analysis of robust stability 

performence) 

定理 1 如果存在常数 ￡>0，厂>0和一个正 

定对称矩阵 P>O，对不确定系统(1)的任意非结构 

不确定性 △A和 AB，满足 

(AA)<￡一 (q一￡一 P 一，，)， (9) 

(△B)<r(1一a~)f／p． (10) 

其中 P= (P)，则系统(1)在状态反馈控制(3)下 

的不确定闭环系统 (5)是鲁棒 口0裕度稳定的，式(9) 

和式(1O)为系统(1)的具 口0裕度稳定的鲁棒界． 

证 记 M ：q一￡ P 一，，，从式(9)可知 

>O，且有 (AA)一 ( )<0，从而有 

(￡△AT△A—M)≤ (￡△AT△A)+ (一M)≤ 

(￡△AT△A)一 ( )<￡ (AA)一 ( )<0． 

(11) 

因为 

AATP + PAA ≤ ￡△AT△A + ￡一 P 
， (12) 

所以有 

q一△A‘P—PAA >f，． (13) 

因为 

r(，+ (一s)B)T(，+ (s)B)> 

+，[BT (一s)一f ABTP]· 

[ (s)B—f PAB]一f ABTPPAB≥ 

一 f一 ABTPPAB， (14) 

令 P= (P)，b= (AS)，则 

(，+ (一s)B)T(，+ (s)B)>(1一pb／rf)，． 

(15) 

将式(1o)代入 ，可得 

(，+ (一s)B)T(，+ (s)B)>口 ．(16) 

因此根据引理 l即知本定理成立 ． 证毕 

考虑系统 (1)如下形式的结构不确定性 △A和 

△B 

l 

AA：∑ ，AB：∑kiBi． (17) 
i=l i： l+l 

这里 ki∈R1为不确定实参数 ， ∈ (i=l 9 o o~，Z) 

和 ∈ (i=Z+l，⋯，g)为给定的实常矩阵． 

定理 2 如果存在常数 ￡>0和一个正定对称 

矩阵 P>0，对不确定系统(1)任意满足式 (17)形式 

的结构不确定性 △A和 AB，有 
l 

∑ I k I (A‘)<(￡一 (q—e一 P—f1))1 ， 
i= l 

∑ I k‘I ( <(r(．1一口6) ) ， (18) 

则系统(1)在状态反馈控制(3)下的不确定闭环系统 

(5)是鲁棒 Ot0裕度稳定的 ，式(18)称为系统(1)的 Ot0 

裕度稳定鲁棒界(仿照定理 l的证明过程)． 

应用 Cauchy-Schwarz不等式可得 
l l 1 

I∑ I k I (A‘)I ≤∑ I ki I ·∑ (A‘)． 
i=I i=l i= I 

(19) 

因此 ，要使式(18)成立 ，只要 

I2< ， 

￡∑ (Ai) 

妻I I2< Di． (20) i=l+ u ， 
由此即可通过参数优化方法来改进不确定系统的鲁 

棒 口。裕度稳定性能 ．其优化问题可归结为如下命题 

： 一  
)二  

“加 ”  

￡壹 (A‘) 

．

． 舶 = ． (21) 
‘  

f．Q．P R o‘ B；) 

Ha为系统矩阵的鲁棒界，I-lb为输入矩阵的鲁棒界 ． 
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5 设计举例(Examples) 
某制浆造纸打浆过程的动态不确定系统[ ]如下 

F一1．25 0 0 ] r一0．07 0．07 0 1 

A：1 0 —1．56 2．21 I，B：1 0 —1．57 0 I， 
L 0 0 —6

．  

k 0 0 3．113d 

△A ：[专等 ]，△B：[誊弓 ． c23 l l三 J’ 3 
Q ： diag(10000，10000，10000)，r= 1． (24) 

睬 

血  

一 3．5309 — 0．0251] 

一 98．9091 —0．4678 I (t)． 

0．9732 98．0258 j 

从式(21)中可以看 出 厂的选取将直接影响两个 

鲁棒界 ，图 1给出了相位裕度为 20~时的两个鲁棒界 

与 f的关系，其中 的求取采用参数￡优化方法． 

由于 M >0条件限制 ，所以 ．厂不能无 限增加 ，．厂 

的取值为 0 8000．从图中可以看出 将随着．厂的 

增大而减小，最大为 4．3，啪 随着 厂的增大而增加， 

最大为 0．0049．另外 ，由于 Hb数量级 比较小，因而 

输入矩阵中的不确定性对系统性能有更强的影响 ， 

这亦符合实际情况． 

蜷 
血  

图 1 鲁棒 2 相位裕度界 和 风 与，的关系 

Fig．1 H and Hb againstfwith 20 degree robust stability matrons 

对不确定因素处于鲁棒界内，取 k1：0．5，k2： 

0．5，k3= 0．5，k4： 0．5，k5= 0．03，k6： 0．03(实 

线 )；kl：一0．5，k2=一0．5，k3=一0．5，k4：一0．5， 

k5：一0．03，k6：一0．03(虚线)两组不确定参数，进 

行仿真实验 ．作为比较 ，再做不确定因素大于鲁棒界 

的仿真实验．分别取稍大于鲁棒界一点 k1：1．3，k2 

： 0．6，k3：0，k4：0，k5=0．06，k6：O(实线)；和 

kl=0，k2：0，k3：0，k4=0，k5：0，k6=1．63(虚 

线)；以及大于鲁棒界较多 k1=0，k2：0，k3=0，k4 

= 0，k5=0，k6：1．63(点划线)做仿真实验 ，结果 

稻 

g 

图 2 不确定因素在鲁棒界内的系统状态响应曲线 
Fig．2 The stale res'po~ of uncertainties’ 

in the robust bound 

如图 2和图 3所示 ． 

从图 2中可见，对于鲁棒最优界 内的所有不确 

定因素 ，系统的鲁棒性和动态性能都比较理想 ．分析 

图3中曲线可知 ，对于稍大于鲁棒界一点的第一组 

不确定因素说明我们得出的鲁棒界相当准确．而就 

第二 、三组不确定因素来说 ，鲁棒界显得有些保守 ， 

鲁棒界出现保守性的主要原因是在公式推导过程中 

运用了不等式，以及采用最大和最小特征值(奇异 

值)，使得各个不确定因素的鲁棒界都一样大小 ，而实 

际上各个不确定因素对系统性能的影响差异较大． 

柏 

g 

1 

图 3 不确定 因素在鲁棒界外的系统状态响应 曲线 
Fig．3 The state re 10j[ es of1Ⅺ 既ta雠 es beyond 

the robust bound 
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的结果，后部分为权值经过学习后在同样的初始条 

件下控制结果 ．仿真结果表明了预解模糊原理 以及 

预解模糊 FAMNC控制器的有效性 ． 

6 结论 (Conclusion) 

本文以模糊联想记忆 (FAM)和神经网络为基 

础 ，提出一种新 的智能控制器 (FAMNC)，并进行仿 

真研究 ．首先在模糊联想记忆(FAM)基础上 ，提出了 

预解模糊 FAM 原理 ，证 明了预解模糊 FAM 和一般 

FAM 的等价性 ．然后利用前 向神经网络调整模糊规 

则的权值，实现模糊推理 自适应，从而形成 FAM神 

经控制器(FA c)．以小车倒立摆为控制对象进行 

了仿真研究 ，表明了本方法的可行性 ． 
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6 结束语(Conclusion) 

本文给出了不确定系统鲁棒 LQ设计的稳定裕 

度条件，提出了不确定 系统鲁棒 a。裕度稳定鲁棒 

界 ，并分别给出了结构和非结构不确定系统 的鲁棒 

稳定裕度性分析方法 ．对结构不确定系统 ，本文还给 

出了一种通过参数和性能指标加权阵选择来提高鲁 

棒 LQ设计鲁棒界的优化求解方法 ．本文所提 出的 

问题和方法 ，对鲁棒控制理论 中时频域结合的应用 

研究进行了有益的探讨 ．制浆造纸过程鲁棒 tO 控 

制系统应用实例证明了结论的正确和有效性 ． 
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