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广义代数 Riccati方程和最优调节器 的研 究 
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摘要：利用能稳性和精确能观性，对广义代数 Riccati方程和相关的随机最优调节器问题进行了深入的研究． 

对广义代数 Riccati方程得到了下列结果：如果随机系统既是能稳定的又是精确能观的，则广义代数 Riccafi方程有 

一 个最大解 ，同时也是一个反馈镇定解．在精确能观性的假设下，广义代数 Riccati方程的所有非负定解(如果存在 

的话)必是正的反馈镇定解 ．作为应用 ，最优调节器问题 ，广义代数 Riccati方程的最大解 ，反馈镇定解三者之间的关 

系获得了澄清 ．所有这些结果在随机控制和随机稳定性理论中是有意义的 ． 
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Study on generalized algebraic Riccati 

equations and optima!regulators 

HANG W ei—hai 

( l巾I蜘t ofCoraputer Science andTechnology，ShandongInstitute ofIj Industry，Shandon~ Ji咖 250100，(31ina) 

AbsI act：ByⅡ啪 s of stabilization and exact observability，the generalized algebraic Riccafi equation(GAPE)and relat- 

ed stoehasdc olximal regulator problem were studied extensively．For GARE，it was shown that，if the stochastic system was 

both stabilizable and exactly observable，GARE had a maximal solution，which WaS also afeedback stabilizing solution．Ifonly 

exact observability WaS imoosed，all the nonn~gative definite solutions ofGARE，if existed，must be
．

positive definite feedback 

stabilizing solutions．As applications，the relation among the optimal regulator problem ，the maximal solution and feedl~ck sta- 

bilizing solution ofGARE had been clarified．All fllere obtained consequences ale valuable in the study of stoehasdc control and 

stability theory． 

Key WOldS"generalized algebraic Riccati equation；exact observability；stabilization；regulator pl-oblcms 

1 引言(Introduction) 

本文研究下列广义代数 Riccati方程(GARE) 

f +ATP+cTPc一(朋 + 

{Cx肋)N (BTP+DTPC)+Q：0， (1) 【
Ⅳ ： R + DTPD > 0

．  

这里 A， ，C，D分别是 11,X 11,，11,X m，11,X 11,，11,X m 

的实矩阵．Q =QT≥0，R=RT>0．此处及行文的 

后面 ，约定 P≥0(P>0)表示非负定的矩阵，(相应 

地 ，正定矩阵)，方程(1)是熟知的确定性代数 Riccad 

方程 

PA+ATP一尸 一 BTP +p ：0 (2) 

的推广形式 (取 C = D =0，方程(1)退化为方程 

(2))，在随机控制理论 ，特别是调节器理论 、滤波和 

随机稳定性等诸多领域 的研究中发挥重要的作用 ， 

因此吸引了众多学者的注意力 ，成为近几年控制理 
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论界的一个热门研究课题 ，见文献[1～7]．特别指 

出的是，该方程是研究无限时间随机最优调节器问 

题的一个有效途径．所谓无限时间的随机最优调节 

器问题 ，也就是在约束条件为随机控制系统 

『dx= (A +Bu)dt+( +Du)dw， 

i (f。)： 。∈ (3) 
下 ，优化指标 

(to，∞)= inf V(to，∞， (·))= 
Ⅱ∈ Ua d 

iIlf El( T +UTRu)dt， (4) 
Ⅱ∈ U

i d 
O 

这里 11)是定义于概率空间( ，F，P)上的标准一维 

Brown运动(不失一般性 ，可设 11)为多维的)， 是 

由11)生成的 自然滤波，即 

Ft= (11)(s)：O≤ to≤ s≤ t)． 
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戈(·)∈ 为系统的状态 ，u(·)∈R 为系统的控制 

输入 ． 表示一切关于 可测适应的过程 u(·)， 

满足 

E )I2 a。， 

而且相应的轨道 (3)是均方稳定的 ．若有 u (·)∈ 

，使式 (4)取最小值 ，则称 u (·)是一个最优 

控制 ． 

文献[5]用半定规划的方法 ，对 GARE(1)进行 

了深入的研究 ，特别是对 p，R不定号时 C；ARE(1) 

的可解性和调节器 问题的适定性的研究 ，揭示了随 

机控制和确定性控制的一些本质区别 ．作为文献[5] 

的一般工作的推论 ，对于 9 >0，R >0这种标准情 

形 ，得到了 CARE(1)反馈镇定解的存在性条件和调 

节器问题 (3)，(4)的最优指标值 (文献 [5]的推论 4 

和定理 l2)．本文的 目的在于利用 随机系统精确能 

观性的概念 ，将文献[5]关于 Q>0，R>0的工作推 

广到 p≥0，R>0的情形 ，并且得到了更强的结论 ． 

2 关于 GARE的解(On solutions of GARE) 

为表述本文的定理 ，首先给出一些定义 ： 

定义 2．1 系统 (3)称为是能稳的(在均方意 

义下)，如果存在一个反馈控制律 u(t)=Kx(t)，使 

得闭环系统 

『dx=(A+BK)xdt+(C+DlK)xdw， ，
、 r 、 

【戈(t0)=戈0，戈0∈ 

是均方稳定 的，即 lim Ex(t)戈T(t)=0，其 中 K 是 

适当维数的常数矩阵．当系统(3)是能稳的，亦简称 

(A，B；C，D)是能稳的 ． 

定义 2．2 GARE(1)的一个实对称解 P称为反 

馈镇定解 ，如果令 

u(t)= (t)= 

一 (R+DTPD)一 (BTP+DTPC) (f)， 

所得闭环系统 (5)是均方稳定的． 

文献[4]对确定性系统的完全能观性的概念进 

行了推广 ，给出了随机系统精确能观性的定义 ．考 

虑下列带观测方程的随机控制 系统 

fdx=(A +Bu)dr+(C +Du)dw， ⋯ 

1 y(f)： (f)． J 

定义 2．3【 J 对于系统(6)，初始状态 0∈ Rn 

称为是精确不能观的，如果令 u(t)兰0，必有 

y(t) 0，V ∈ [t0，T]， 

这里 ≥ t0是任意固定的正数．如果除了零初始状 

态外，不存在精确不能观的初始状态，则系统(6)称 

为是精确能观的 ，简称[A，C l p]是精确能观的． 

本节的主要结论是 ： 

定理 2．1 设 [A，c I Q]是精确能观的，(A， 

B；C，D)是能稳的，则 

1)GARE(1)有最大解 P >0，即对于 GARE 

(1)的任何实对称解 P，都有 P ≥ P． 

2)P 也是一个反馈镇定解． 

证 1)由文献[5]知，在(A，B；C，D)能稳的 

条件下 ，GARE(1)有最大解 P ≥0．今证 P >0． 

若不然 ，存在 戈0≠0∈ ，使 P 戈0=0，注意到 

GARE(1)可以写成 

fP (A+ K)+(A+BK)TP + 

l(C+oK)TP (c+ )=一Q— TRK， 

l K=一(R+DTP D)I1(BTP +DTP c)， 【
R + DTp*D > 0

， 

(7) 

记 戈(·)是随机微分方程(5)的解 ，其 中 K由式(7) 

给出．利用 公式，对任何固定的 T>to，有 

0≤ Ex ’( )P ( )= 

xoTp 0一El戈T(t)(Q+KTRK)戈(t)dt： 
J l0 

一 EI T(f)(Q+KXRK)x(t)dt≤0． (8) 
10 

由于 Q≥0，R >0，从式(8)可以得到 

(t)；0，Kx(t)兰0，V t∈ [￡0，T]． 

根据定义 2．3，上式表示 [A，C l p]是精确不能观 

的，与已知条件矛盾 ，故必有 P >0． 

2)证 P 是反馈镇定解 ，也就是证 明(5)的解 

满足lira Ex(t) T(t)=0．对任意固定的 T>t0，例 

如，取 T：t0+1，由文献[8]知下列广义微分 Riccati 

方程在 [t0，t0+1]上有唯一的全局半正定解 日(t)． 

+ )(A+肷 )+(A+ ) ㈤ + 

(C+OK)TIt(f)(C+oK)+Q+KTRK =0， 

日(t0+1)=0． 

(9) 

利用 It0公式并结合式(9)，有 
rt l 

E l。戈T(f)(Q+KrRg)x(t)dt=di-l(to) 
’ s；0 

(10) 

由于 [A，c l Q]是精确能观的，类似于上面P >0 

的证明，可以得 日(t0)>0．由于系统 (5)是线性时 

不变系统 ，容易证明式(1O)可以做 以下推广：对任 
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意的 Tz>Tl，Tz—Tl=T—t0=1，都有 
r 

E I 戈T(t)(Q+KTRK)戈(t)dt： 
J 

l 

E戈T(T1)H(to)戈(T1)． (11) 

记 V(z(t))=ExT(t)P x(t)，t = n = 11,(to+ 

1)，则 由式(8)可以知道 V(戈(t))单调递减有下界 ， 

极限存在 ，所以 

V(戈(t +1))≤ V(戈(t))≤ V(戈(t ))， 

t ≤ t≤ tn+1． (12) 

利用式 (8)，(11)可以得到 

V(戈(t +1))一V(戈(t ))= 

rt 

— E I “戈T(s)(Q+KTRK)戈(s)ds= 
n 

— E T(t )H(to)戈(t )， (13) 

因为 ( (￡))极限存在 ，H(to)>0，故从式(13)必 

然得 lira E I戈(t )I =0，于是 lim V(戈(t ))=0，再 

从式(12)得lim V(戈(t))=0，由于 P >0，从而有 

lira E (t)xT(t)=0，定理 2．1得证 ． 

由定理 2．1的证明过程可以看出下列结论是成 

立 的 ： 

定理 2．2 在 [A，c I 9]是精确能观的条件 

下，有 

1)GARE(1)的非负解必是正定的； 

2)GARE(1)的一切正定解都是反馈镇定解 ． 

注 l 文献[5]在 (A，B；C，D)能稳，p>0，R>0的 

情形下得到了定理 2．1的结果 ．需要指出的是 ，由文献 [4]的 

定理 4．2可知 ：当 Q >0时 ，必有[A，C I Q]是精确能观的， 

但反之不成立，故定理2．1推广和改进了文献[5]的有关工 

作． 

注 2 文献[4]在系统(3)是精确零能控的，[A，C I 

Q]是精确能观的条件下得到了GAPE(1)具有反馈镇定解， 

但是精确零能控性是一个较 (A，B；c，D)能稳更强的条件， 

故也改进 了文献 [4]的工作(精确零能控性的定义见文献 

[4])． 

3 应用(Applications) 

本节讨论 GARE(1)的解与随机最优调节器问 

题的关系，得到了下列结果： 

定理 3．1 在定理 2．1的条件 下，有 (t0， 

∞)= P 0，最优控制 

M (t)= 

一 (R+DTP D)一 (BTP +DTP C)戈(t)， 

这里 P 是 GARE(1)的最大解 ． 

证 由文献 [5]的定理 12，定理的前半部分成 

立，即 V (t0，∞)= P 戈0．其次由定理 2．1知， 

P 是反馈镇定解 ．根据定义 2．2，相应于 

M(t)= M (t)： (t)= 

一 (R+DTP D)一 (BTP +DTP C)戈(t) 

的闭环轨道(5)是均方稳定的 ．根据文献 [91的引理 

4．3(第 207页)，定常系统(5)也是指数 2一稳定的 ，即 

存在常数 A>0，口>0，使下式成立： 

E I戈(t)I ≤ A I戈0 12exp {一口(t—t0)}． 

从上式可以得知 M (t)是均方可积的，所以 1．L (·) 

∈ ．从下列定理 3．2的证 明过程可以看出，V(t0， 

∞，M (·))=XOP 戈= V (t0，O0)，所 以 M (t)是 

一 个最优控制 ，定理得证 ． 

在定理 2．1中证明了 GARE(1)的最大解是一 

个反馈镇定解，但反之如何?下面的定理给出了肯 

定的回答 ．它虽然是关于方程解的一个性质，但用调 

节器的方法来证明更加简单 ． 

定理 3．2 GARE(1)的反馈镇定解也是它的 

最大解 ，从而得知反馈镇定解若存在必定唯一 ． 

证 注意到对 GARE(1)的任何实对称矩阵解 

P，在约束(3)下 ，有下列恒等式成立 ： 
r 7' 

V(t0， ；M(·))=EI(戈T +UTRu)dt： 
J t0 

．  

r 

戈 尸 0一ExT(T)Px(T)+EI[11,一Kl戈]T(R+ 
√ t

0 

DTPD)[11,一Klx]dt． (13) 

上式中 Kl=一(R+DTPD)一’(BTP+DTPC)，若 P 

是 GAPE(1)的反馈镇定解 ，在式 (13)中取 11,(t)： 

Kl戈(t)，并令 一 ∞，得到 
r ∞  

V(t0，∞；11,(·))=El( +MTRu)dt： 
t0 

戈 尸 0一 im E戈T( )尸 (T)= 戈 尸 0． 

(x4) 

因为 GARE(1)有反馈镇定解，所以(A，B；c，D)是 

能稳的．令 P 是 GARE(1)的最大解 ，由文献 [5] 

的定理 12， (t0，∞)=戈 P 戈0．根据最优性和式 

(14)，对任意的 ∈ 有 

(t0，O0)=戈 P 戈0≤ 

V(to，∞；M(·))= 戈 0． 

所以 P ≤P，但因为 P 是最大解 ，又有 P ≥ P， 

二式结合最终导致 P = P，定理 3．2得证 ． 

需要注意的是 ，在 (A，B；C，D)能稳的条件下 ， 

GARE(1)的最大解必定存在 ，但是反馈镇定解却 

不一定存在．其次注意一下定理 2．1的证明过程，在 
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证明最大解是反馈镇定解时 ，用到了精确能观性 的 

概念 ，而在证 明反馈镇定解是最大解 的过程中，却不 

需要任何的条件 ．在系统能稳和精确能观的假设下 ， 

二者等价且唯一 ． 

4 结论 (Conclusion) 

本文主要 借助 于精 确能 观性 的概 念，讨论 了 

GARE(1)的最大解和反馈镇定解 ，以及与最优调节 

器问题的关系．精确能观性是确定性系统完全能观 

性概念的推广 ，当 C =0时 ，它退化为确定性系统 

的完全能观性 ；当 C≠0时，由(A，Q)的完全能观性 

可以得到[A，c l p]是精确能观的，反之不成立．其 

次所有非精确能观的初始状态构成一个线性 子空 

间，所有这些断言限于篇幅，略而不证．与确定性代 

数 Riccati方程的研究成果相 比，作者对 GAPE(1) 

解 的性质知之甚少 ，有待于进一步的研究 ． 
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