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全程快速非线性跟踪．微分器 
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摘要：设计一种快速收敛的非线性跟踪一微分器，使系统在远离平衡点和接近平衡点都能自动快速地向平衡点 

收敛，并采用线性与非线性组合的连续函数形式，而不需要切换函数，从而防止了系统的抖振现象． 

关键词：收敛；非线性跟踪一微分器；平衡点；切换函数；抖振 

中图分类号：TP13；O231．2 文献标识码：A 

Nonlinear tracking—differentiator wiⅡl l1igh speed in whole course 

WANG Xin—hua，CHEN Zeng—qiang，YUAN Zhu—zhi 

(D印 啪t ofAutomation，NankaiUniversity，Tianjin 300071，Olina) 

Ab随耐 ：A fast-paced nonlinear tracking-differentiator was designed．It could guaranteethatthe state converges automafi— 

tally to the equilibrium point with high speed ilnder the condition that the state was far away from the equilibrium point OF Ix甜 

to it．The conlimam~function combination oflinear@ and nonlinearity WaS adopted，instead ofthe switching control by switch 

functions．As a result，this nonlinear tracking-differenfiator prevented the chattering ofthe system
． 
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1 引言(Introduction) 

对于非线性跟踪一微分器的研究是目前的一大 

研究热点课题．文[1]中给出了非线性跟踪一微分器 

的一些设计及分析过程，取代了原有的差分方法，具 

有快速性和高精度的特点，并且根据非线性跟踪一微 

分器的特性，将其用于各种控制系统，如文[1 5]． 

但是，在跟踪信号的过程中具有抖振的现象，而且收 

敛速度慢．文[6]中所设计的非线性跟踪一微分器系 

统状态在平衡点处的收敛速度快，但是系统状态在 

远离平衡点时，收敛速度慢，从而导致初始阶段跟踪 

曲线抖振严重．本文针对这种情况设计一种系统状 

态在远离和接近平衡点时都能自动以较快速度收敛 

的非线性跟踪一微分器．在系统状态远离平衡点处， 

引入的线性环节起主导作用；在接近平衡点附近时， 

引入的非线性环节起主导作用．使系统状态始终保 

持快速收敛．状态变化如图1所示． 

设坐标原点为平衡点．系统设计是使得状态首 

先沿着直线部分向平衡点移动，当接近平衡点时，再 

沿曲线部分向平衡点移动，如图中实线部分的线路 
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运动过程 ．系统状态迅速收敛到平衡点，避免了抖振 

现象发生． 

1 
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O 

图 1 系统状态收敛示意图 

Fig．1 Convergent sl~tch map of state variable 

2 快速非线性跟踪一微分器设计(Design of 

hi~-speed nonlinear tracking-differentiator) 

先给出如下引理 ． 

引理 如下所示系统 

。一 a1 一 b0Z-2一 b1 ．
(1) l 

2：一口ozl一 开 一 一 ． 

如果 口o，al，bo，bl>0，m，／1,均为大于 0的奇数，且 
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m <n，那么系统(1)在(0，0)点是渐近稳定的，即满 

足 lira zl：0，lira 0． 

证 选取如下形式的 Lyapunov函数 

( z2)= +口。扎 z；， (2) 

则 

( l，Z2)=2al开 2+2口0 l 2+2z2(一口0 l一 

口l 一bozz—bl )= 

一 260z；一2blzl ) ≤0． (3) 

如果 V(zl，z2)；0时 ，由式(3)得 2；0，22三 

0．代人式(1)中，得 zl=0，2l=0．所以，只有在平 

衡点(0，0)处，Lyapunov函数的导数才为 0．所以可 

知上述系统(1)只有在(0，0)处是渐近稳定的．即满 

足 lira zl=0，lira z2=0． 证毕． 

上述系统(1)实际上分为两个阶段． 

1)当 I z I>1时，由于m<，l，有 I z I>I I． 

所以，系统状态在远离平衡点时 I z I》I I，系 

统(1)中起主导作用的形式如下 

。 
(4) 

LZ2 一 口0Zl— boZ2． 

由文[6]中的引理的证明，可以看出系统(4)仍 

然是渐近稳定的，且保持快速的收敛速度，其收敛速 

度与 z-，z2值的绝对值成正比． 

2)当 I z I<1时，由于 m <，l，有 I z I<I I． 

当系统状态接近于平衡点时，I z I《I I成立， 

系统(1)中起主导作用的形式如下 

f21 幻， i 
一 6。 

5) 

同样，由文[6]中的引理的证明，系统(5)也是稳 

定的，并且保持快速收敛性． 

下面设计快速收敛的非线性跟踪一微分器，并给 

出如下定理． 

定理 如下所示的系统 

r露l= 2' 

l贾2=R (一口0( l一 (f))一口l( l一 

1 (t))m n一6。篑一6。(繁) )， 6 
LY= 1(t)． 

如果 R，口o，口l，b0，bl>0，m，，l均为大于0的奇数，且 

m<n，那么对于任意输入信号 (t)∈[0，+ ] 

(0<B <+∞)，满足 

lira ．(f)= (t)． (7) 

证 对输入信号 (t)分两种情况进行讨论： 

a)当 (t)为常数时，即 (t)：c(c为常数)， 

式(6)变形为 

d( l(t)一c) 

dRt 

：d(R一 2(f)) 
l dRt 

= R一 2(t)， 

=一口0( l(t)一C)一口l( l(t)一c) 一 

b0(R一 2(t))一bl(R一 2(t)) ． 

(8) 

令 H=Rt，zl(h)= l(t)一c，。2(h)=R一 2(t)， 

则式(8)与式(1)具有相同的形式，所以对于任意时 

刻 t0有 

cIdt： 

盯

I：。( I a(R￡) 
—

R— — —  

fRt。～ (h)l dh 
lim —  — 一 ． (9) ———— ——一 · ， 

rRt +盯  

当l” I zl(h)I dh有界时，上式左端为0；当 
0 

fRt。 盯I。l( )I dh一+∞时，由罗毕塔法则，得 
0 

．
1im I l(f)一c I df： 

^— + J tO 

lira (I zl( 0+R )I(t0+T)一I：l(m0)I t0)． 

(10) 

由引理中 lira zl(h)=0，所以 

．
1im I l(f)一c I df：0． (11) 
一 + l0 

由以上分析可知，当 (t)为常数、R一+∞时， 

l(t)弱收敛于 (t)；而 2(t)跟踪 (t)的微分信 

号 ． 

b)当 (t)∈L[0，+∞)时，任给e>0，存在一 

个阶梯函数 (t)(不需要文[1]中收敛于输入信号 

的连续函数列的条件，而是可以直接找到收敛于输 

入信号的阶梯函数 (t))满足 
r 

I (f)一彻(f)I df<号． (12) 
fo 

令 ，= [t0，t0+ ]，伽f(t)在每一个 (， 

= U ，且 n，『≠0(i≠ )，i，J．=1，⋯，m1)中均 

为常数．所以由式(11)知，对式(12)中任给的e> 

● ， {  ‘ ● ； ● ； ● ． ； { t ‘ ’ ， - ， l ‘ 。 l ‘ ● ‘ I  l

}  ‘ } 事 毒 
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0， 在 Ro,使得当尺> 时，满足 1
一 lim 

l(t)一 (t) < ， 1，2，⋯， 

所以 

fto+r I l(t)一 (t)I dt≤ 
J t0 

(13) 

善j’‘ (t)一卿(t)I d̈f．t。~+TI V(t)一卿( dt<￡， 
(14) 

从而 ‘ 

j' r I ·(t)一 (t)I dt=。． (15) 
即 R一+∞时，当 (t)∈L[o，+∞)， l(t)弱收敛 

于 (t)；而 2(t)跟踪 (t)的微分． 

当 (t)∈L[o，+∞)时，由式(15)，取 t0=0， 

及任意 ∈(0，+∞)，任给￡>0，存在 尺0，使得当 

R>R0满足 

I I l(t)一 (t)I dt≤￡． (16) J 
0 

由 I e I=1，得 

I I l(t)e—J“一 (t)e—J“I dt≤￡，(17) J 
0 

所以 

rr rr 

0≤I I l(t)e—jztdt—I (t)e—jztdt I< J 0 J 0 

I I l(t)e—J 一 (t)e～J“I dt≤￡． (18) 

从而，得 
rr rr 

一 ￡≤I I l(t)e—jztdt I—I I (t)e—joadt I≤￡． J 0 J 0 

(19) 

若 I (t)e—joadt=0，由系统(6)中Y(t)= l(t)， 

则输出 

Y(jco)=XI(j∞)= J。 ·(t)e-J~tdt·(20) 
由式(19)及 ∈(0，+∞)任意性，得 

一 ￡≤I Y(jco)I：I l(j∞)I= 

熙 I J。 l(t)e-J~tdt I≤￡， (21) 
所以可得 lim I Y(jco)I=0，即系统稳定 ． 

H + ∞ 

若fr e-J~td≠0，则I fr -j~tdv(t)e jztdt v(t)e dt I≠0(等 若I ≠0，则I I I≠0(等 
J 0 J 0 

于0时的证明过程类似)，则式(19)两边同时除以 

I fr (t)e-J~tdt I，且使得T +∞，所以 

lim 
7L +∞ 

—— 一 ≤I G(jr ∞)I： f 
v(t)e dt I 

J 0 

≤ 1+ lim 
7L +∞ 

￡ 

frv(t)e一 dt I’ 
J 0 

(22) 

可得 

I I l(t)e—j,adt I 

熙I  ̈ l e(It +∞l I ￡J — l 
(23) 

从上式可以看出，在系统(6)中，状态变量 ．(t)在 

R一+∞时逐点收敛于信号 (t)，即式(7)得证． 

3 仿真(Simulation) 

1)系统(4)状态变量的仿真曲线 

， 

Lzl(0)=1，g2(0)=一1， 

系统状态曲线如图2(a)所示 ． 

2)系统(5)状态变量的仿真曲线． 

f ’ {
22=一ZTl 一1．14 ， 

LZ
,1(0)=1，g2(0)=一1， 

系统状态曲线如图 2(b)所示． 

3)系统(1)状态变量的仿真曲线． 

『 ’ {
22=一zl一 一z2—1．14刀 ， 

LZ
,1(0)=1，g2(0)=一1， 

系统状态曲线如图 2(c)所示． 

4)全程快速非线性跟踪一微分器仿真曲线． 

戈1 X2． 

戈 ：lOO2(一( 。一 (t))一( (t)) 一 一 

1．14( ) ) exp(舢 )sin( ， 
1’ 

仿真曲线如图2(d)所示． 

在上述各仿真曲线中，对于图(a)～(c)，各实曲 

线分别为相应系统状态 z。(t)，各虚曲线分别为相应 

系统状态 z2(t)．对于图(d)，实曲线为状态 -(t)， 

即输出 Y，虚曲线为状态 2(t)，即输出信号 Y的 

微分． 

一 — 一 
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(d) 

图2 各系统仿真曲线 

Fig．2 C of systems 

4 结论(Conclusion) 

通过以上分析及仿真研究，可以看出改进后的 

非线性跟踪-微分器跟踪速度快，并且没有抖振现 [5] 

象，是一种十分有效的跟踪．微分器． 
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