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一 类 Flow Shop调度问题最优调度区间摄动鲁棒性 
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摘要：调度的鲁棒性足凋度吨用中的一个重要问题．本文从最优调度不变的角度研究了调度的鲁棒性问题 ．首 

先定义了最优调度的区间摄动鲁棒性，即当问题中某些参数在各 自的区间上变化时最优调度保持不变的性质．然 

后对比例 Flow Shop调度问题(任给一个工件它任各台机器上的加工时间都相同)进行了研究．通过一个引理我们 

证明了本文的结果，该引理指出 r r个参数的大小7欠序与它们的变化区间的相交关系之间的联系．本文的结果是目 

f，示函数为完成时间总和时在加工时间扰动下最优调度具有区间摄动鲁棒性的三个充分必要条件，目标函数为最大拖 

期时间时及目标函数为拖后工件个数时在加工时间和／或交付期扰动下最优调度具有区间摄动鲁棒性的若干充分条 

件．这些结果与调度在一个由变化参数构成的超矩形的一些顶点上的最优性有关．文中给出了使用这些结果的例子． 
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Interval perturbation robustness of optimal schedules for 

a class of Flow Shop problems 

LI Jian—geng．TU Feng—sheng 

(1 Department of Automation，Beijing University of Technology，Beijing 100022，China； 

2 Department of Automation，Nankai University，Tianjin 300071，China) 

Abstract：The robustness of schedules is all important problem in practice．It was studied  in the angle that the optimal 

schedules do not change．Firstly the interval perturbation robustness of an optimal schedule Was defined ，that Was the property 

that an optimal schedule keeps the same when some of the parameters in the scheduling problem vary in some intervals．Then 

the interval perttu'bation robustness of an optimal schedule for propo rtionate flow shop，where the processing time of any given 

job on every machine is the same，was studied．Form a lemma that gives the relationship between the order of r parameters and 

the overlaps be tween each tw o of the intervals in which these parameters vary，the resul~ were proved ．Th e results ale three 

necessary and sufficient conditions for the objective of total completion time and some sufficient conditions for the objective of 

maximum lateness time or for the objective of the number of tardy jobs under which an optimal schedule is of interval perturba 

tion robustness Th ese results relate tO the optimality of a sched ule at some of the vertices of a hyperrectangle consisting of the 

varying parameters Some examples that showed how tO Use these results were given 

Key words：sched uling；optimization；interval pe rturbation robustness；propo rtionate Flow Shop 

l 引言(Introduction) 

由于在实际调度环境中存在着许多不确定因 

素，如加工时间是粗略估计的，交付期的改变以及机 

器的随机故障等，调度鲁棒性的研究具有重要的实 

际意义．研究调度鲁棒性的主要文献有文献[1～9]． 

这些文献中调度鲁棒性的一般含义是调度对环境中 

不确定因素的不敏感性．这些文献一般是先提出鲁 

棒性指标，再根据此指标确定鲁棒调度，所用方法一 

般为静态方法，即事先产生一个鲁棒性强的调度，也 

有人用静态和动态相结合的方法Em J，所得的鲁棒调 

度一般不限于最优调度．本文是从最优调度不变的 

角度研究调度鲁棒性问题的，假定工件的加工时间 

或交付期变化，它们变化的范围一定，具体按什么规 

律变化无关紧要，这与文献[1]的出发点相同．本文 

首先定义了最优调度的区间摄动鲁棒性，然后对几 

种不同目标函数的比例 Flow Shop调度问题进行了 

研究，得到了它们的最优调度具有区间摄动鲁棒性 

的若干充分必要条件或充分条件． 
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Flow Shop调度问题是指有 n个工件(用 表 

示)，它们都需要在 m台机器(用 表示)上加工，所 

有工件经过各机器的顺序是一样的，问题的目标是 

最小化某个 目标函数．比例 Flow Shop问题是指工 

件在各机器上的加工时间与机器无关．利用机器环 

境、加工特性和约束 、目标函数三部分描述调度问题 

的方法，比例Flow Shop问题可记为 2 I P =，)，I y， 

其中 表示m台机器 Flow Shop调度问题，p 为 

工件 在机器i上的加工时间，， =p，表示同一工件 

在不同机器上的加工时间相同(也即“比例”的含 

义)，y为问题的目标函数．本文所研究问题的目标 

函数分别为各工件的完成时间总和 ＼ C 、最大拖期 

时间L一 及拖后工件个数∑ ，其中 L = 

max；L， ，L，=c，一d，，d 为工件的交付期；当C，>d， 

时 ，=1，其他时 Ui：0． 

2 最优调度的区间摄动鲁棒性(Interval per— 

turbation robustness of optimal schedules) 

最优调度的区间摄动鲁棒性是指当问题中某些 

参数在各 自的区间上变化时最优调度保持不变的 

性质． 

定义 1 对于给定的调度问题，设其可变参数 

为p1，p2，⋯，p ，其余参数(若还有的话)不变．设参 

数 P1的变化区间为[as，6 ，这里 n，≠ 6 J=1，2， 
⋯

，r，s是一个调度．如果当 P，∈ [a，，6，]， =1，2， 
⋯

，
r时S均最优，或者说 S在任意的P∈D处最优， 

其中 

D = {(Pl，P2，⋯，P )l as ≤Pj≤ 6，， 

as ≠ ， = 1，2，⋯ ，r 

为一个 r维长方体，则称最优调度 S在r维长方体D 

上关于参数 P1，P2，⋯，P 具有区间摄动鲁棒性．在 

不至于引起混淆时简称最优调度 S在长方体D上具 

有区间摄动鲁棒性． 

引理 1 若 0l≤n2≤⋯ ≤n ，as<6，， =1， 

2，⋯，n，则对任意的P ∈[a，，6，]， =1，2，⋯，n均 

有P1≤P2≤⋯ ≤P 充要条件是开区间(as，6，) = 

1，2，⋯n两两不相交 ． 

2．1 完成时间和问题 (Total completion time prob— 

lem) 

，．m l p = ．p，l c，． 

求解此问题的算法是 Sift法则，即按具有最小 

加工时间的工件优先加工的法则可得到最优调度， 

如此得到的调度是一个置换调度(指工件在各台机 

器上的加工顺序相同)，称为Sift调度．这个法则同 

时是最优调度的必要条件(证明见文献[10])． 

定理1对问题 l P =p l∑c，，如果调度 
s=(jl，J2，⋯，̂ )关于p，=as，J=1，2，⋯，n是最 

优的，as<4， =1，2，⋯，n则对任意 ∈[as，6 ， 

= 1，2，⋯，n，S是最优调度的充分必要条件是开区 

间(0，，4)’ =1，2，⋯，n互不相交． 

证 由已知条件有 as
。
≤0 ≤⋯ ≤as．如果开 

区间(o，，6 )， =1，2，⋯，n互不相交，由引理对任 

意 ∈ [as， ]， =1，2，⋯，n有 
．
≤ ， ≤ ⋯ ≤ 

”’
所以 s最优．反过来，如果对任意 ∈ [as， ]， 

= 1，2，⋯，n，s最优，则 p ≤ph≤⋯ ≤p ．由引 

理可得开区间(aj，6 )， =1，2，⋯，n互不相交． 

此定理说明对调度问题 I P =p l∑c 
最优调度 S在n维长方体 

D = {(Pl，P2，⋯，P )l。 ≤ ≤ 6 

≠ ， = 1，2，⋯，n} 

上具有区间摄动鲁棒性的充分必要条件是 S在D的 

顶点(01，02，⋯，0 )处最优且开区间(0，，6 )’
． 

= 1， 

2，⋯，n互不相交 ． 

类似地可以证明以下结果： 

结果1对调度问题 l P p，l∑ c，，最优 

调度 S在n维长方体 

D={(Pl，P2，⋯，P )l aj≤．p ≤4， 

≠ ， =1，2，⋯，n} 

上具有区间摄动鲁棒性的充分必要条件是 S在D的 

一 对对角顶点处最优且开区间(o 6，)’
． 

= 1，2，⋯ ， 

n互不相交． 

结果2 对于问题 l P =p ∑ c ，设有r 

个加工时间p 
。

，p ，，⋯，p 变化，则最优调度s在r维 

长方体 

D = {( ， ，⋯， )l。 ≤ ≤ 6 ， 

。 ≠ ， =1，2，⋯，r} 

上具有区间摄动鲁棒性的充分必要条件是 S在D的 

所有顶点处最优(1≤ r≤tl,)． 

2．2 最大拖期时间问题(Maximum delay problem) 

，．m l PO= p l ． 

EDD排序(即具有最小交付期的工件优先加工 

的顺序)给出此问题的最优调度，这也是一个置换调 

度(证明见文献[10])．由此算法求得的最优调度与 

加工时间无关． 

定理 2 对问题 l P =p，l ，如果(q， 

)， =1，2，⋯，n互不相交，勺<勺，J．=1，2，⋯，n， 
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则当d，=c ， =1，2，⋯，n时由EDD法则给出的调 

度关于任意 ∈[cJ， ， =1，2，⋯，n都是最优的 

(证略)． 

定理2说明，对调度问题 I P ，=p，I，J 最 

优调度 S在n维长方体 

D = {(dl，d2，⋯ ，d， )f cj≤ ≤ e，， 

cj≠ ， = 1，2，⋯，，。； 

上具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 S在D的顶点 

(c。，c2，⋯，c )处是由上述算法求得的最优调度且 

开区间(cj，eJ)， =1，2，⋯，n互不相交． 

结果 3 对调度问题 I P =p，I，J 最优 

调度 S在n维长方体 

D = {(dl，d2，⋯，d )J cj≤ ≤ ej， 

cJ≠ ej， = 1，2，⋯ ，n 

上具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 S在D的一对 

对角顶点处是由上述算法求得的最优调度且开区间 

(cj，ej)， =1，2，⋯，n互不相交． 

结果 4 对于问题 I P =PJ I，J ，设有 r个 

交付期 
．
， 

，
，

⋯

， 变化，则最优调度 s在r维长方 

体 

D = {( 。， ：，⋯ ， 

，

)I c ≤ ≤ e ， 

≠ ， = 1，2，⋯ ，r 

上具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 S在D的所有 

质 处都是由上述算 法求 得的最优 调度 (1≤ 

r≤ n)． 

2．3 拖后工件个数问题(The number of tardy jobs 

problem) 

Fm＼ =p ＼∑ U ． 

求解此问题的算法如下(证明可见文献[10])， 

其最优调度仍是一个置换调度． 

算法 令 表示已经调度好的工件的集合，令 

表示已经被考虑过调度但由于不满足它们的交 

付期而被丢弃的工件，令 表示尚未调度的工件． 

Step 1 置 J= ，jd= ，及．，(={1，2，⋯，，z}． 

Step 2 令 表示满足 =rain{ }的工 
i∈ i 

件．将 加入进 ．，中，将 从 ．，(’中删除．转到 

Step 3． 

Step 3如果∑ +(m一1) ( )≤ 转 
I∈J J 

到 Step 4；否则令 表示满足p = ( )的工 

件，将 从 ．，中删除，将 加入进 ． 

Step 4 如果 jc= ，Stop；否则转到 Step 2． 

最后最优调度为 (J， )，其中 ．，中的工件是 

EDD排序而 中的工件排序是不重要的，它是一个 

置换调度， 中的工件个数是最小拖后工件数． 

定理3 对问题 I P =pf I∑ ，假定d ， 
= l，2，⋯，n为常数．如果当p，=n，和p 6 寸(这 

里 aj<6．，． =1，2，⋯ )由上述中算法给出的最 

优调度相同，记为 s，并且开区间(ai，6 )，
． 

= l，2， 

⋯

，n互不相交，则对任意 Pj∈ [aJ，6 ， =l，2， 

⋯n，S均最优． 

]说明 此问题的两个调度 (J。， )，(J2， )相同是指 

，．=， 且其中工件的排序相同(它仃】都是 EDD顺序， 和 

中工件的顺序可以不同)． 

证 按照算法逐步检查当加工时间为 n 和为P， 

时每步所得结果是否相同． 

Stpe l和 Step 2与 PJ无关，所以这两步结果 

相同． 

Step 3 由于当p，=aJ和p =6，时，上述算法 

给出相同的最优调度，所以或者都是转到 Step 4，或 

者都是从 J中除去一个工件并把它加入到 中，所 

以 

或者同时成立∑aJ+(m—1)m，a ( )≤ 
，∈ 』 

和∑ +(m—1)m a (bj)≤ 。； 
l i i、 ’ 

或者同时成立．∑ +(m—1)m ax，( )> 
1 i i一  

和∑bj+(m—l】m a (bj)< 并且存在一个相 
}∈=J i 

同的工件 满足 n = m
—

ax
．

{n，}和 6 = 
Jt 

max {6 ． 
i∈ J i 

在第一种情况下可得 

+(m—l ( )≤d厂． 

可见也是转到 Step 4． 

在第二种情况下可得 

∑．pf+(m—1)m a ( )≥ 
1∈ j i J 

∑。 +(m—1)m a ( )> ． 
I∈ J J J 

都是从 ．，中除去一个工件并把它加入到 中．由于 

∈[ ， ]，( ， )， =l，2，⋯，n互不相交，aj< 

6，， =l，2，⋯，n所以有p ≤Pk 对任意 ≠ ， ∈ 

．，成立．所以也是将工件 从 ．，中除去并把它加入 

到 中．Step 4与加工时间无关．定理得证． 

定理3说明，对调度问题 l P =JD_ ， 

当交付期不变时，最优调度 s在n维长方体 

D = {(Pl，P2，⋯，P )I ≤ ≤ ， 
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a1≠ 6，， = 1，2，⋯ ，n 

上关于加工时间具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 

5 在D的顶点(0l，02，⋯，n 和(bl，b!，⋯，b )处是 

由上述算法求出的最优调度且开区间(ai，b )， ： 

1，2，⋯，n互不相交． 

上述定理考虑了 p，的不确定性，下面定理考虑 

d 的不确定性 ． 

定理4 对问题 l P ，=p，l∑ ，假定 ，， 
J=1，2，⋯，n为常数．如果当 ，=c，和d，= ，(这 

里 cj<ej，J=1，2，⋯，n)时，上述算法给出相同的 

最优调度，记为 ；并且开区间(c，，e，)， ：t，2，⋯，， 

互不相交，则对任意 rf，∈ [f，，eJ]√ = t，2，⋯'，l，s 

为最优调度． 

证 不失一般性，假定cl≤f ≤⋯ ≤c 则cl 

≤el≤ 2≤e2≤⋯ ≤f， ≤e， (否则在开区间(c，， 

e，)，J=1，2，⋯，n中将存在相交的)．显然有 dl≤ 

d!≤⋯ ≤d ．按照算法逐步检查当交付期为cj和c，， 

时每步所得结果是否相同．Step t与交付期无关． 

Step 2所选 满足 cj =rain cj；，所以必定满足 
∈， 

d， =rain{di}，结果相同．Step 3根据已知条件有 
。 

J∈f 。 

不等式∑ +(m一1)ma ( )≤勺 和不等式 
i∈ J i、 

∑ +(m一1)m，a≯( )≤ 或者同时成立，或者 
i∈ J | J 

同时不成立．当它们同时成立时有∑p，+(m 
3∈ J 

一 1)nl a ( )≤哆 (因为0 ≤ )．所以也是转 

到Step 4．当它们同时不成立时有 ∑，J，+(m 

一 1)nl
，
a ( )> ≥哆 都是将满足 Pk = 

max{P，}的工件 从 中除去并加入到 中．Step 

4与交付期无关．定理得证． 

定理4说明，对调度问题Fm l P p，l∑ ， 

当加工时间不变时最优调度 S在n维长方体 

D = {(dl，d2，⋯，d )l cj≤ df≤ ej， 

勺≠ 勺， =1，2，⋯，n} 

上具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 S在D的顶点 

(cl，c2，⋯，c )和(el，e2，⋯，e )处是由上述算法求 

得的最优调度且开区间( ， )， =t，2，⋯，n互不 

相交． 

由上述两个定理得到一个在 p，和 同时扰动 

下最优调度鲁棒性的结论． 

定理5 对问题 l P =p，l∑ ，如果 

1)当i)p =。 ， = ；ii)一=aj， = ；iii) 

pi bi，dJ= ci w)p| bi，d|=e ，j=1，2，⋯ ，n 

时由上述算法得到的最优调度都相同，记为 ． 

2)aj<￡。，并且( ，6，)，J=t，2，⋯，n互不相 

交； <ej，并且(cj，ej)， =t，2，⋯，n互不相交，则 

对任意 ∈ [aj， ]， ∈ [cj，勺]， =t，2，⋯，n， 

是最优调度(证明略)． 

同时还有以下结果成立： 

结果5 对调度问题 l P ，l∑ ，当加 
工时间不变时，最优调度 S在n维长方体 

D=；(dl，d2，⋯，d， )I ≤弓≤ej， 

q ≠ ej， = 1，2，⋯ ，n 

上关于交付期具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 

在D的一对对角顶点处是由上述算法求得的最优调 

度且开区间(c，，e， 
． 

= 1，2，⋯'，!互不相交． 

结果6 对问题 l P p ∑ ，假定有r 

个参数 p p ⋯，p (它们或是加工时间或是交付 

期)变化，其余参数都为常数，则最优调度 在r维 

长方体 

D = (p，
，
，p ，⋯ ，p )l n七≤ p，

，

≤ bk， 

0 ≠ 6 ， =1，2，⋯，r} 

上具有区间摄动鲁棒性的充分条件是 S在D的所有 

顶点处都是由上述算法求得的最优调度(1≤ r≤ 

2II)． 

3 举例(Example) 

以下例子均假定 m =2，n=3． 

例 1 对 目标函数为完成时间和的比例 Flow 

Shop问题，假设各工件加工时间的变化范围是Pl∈ 

[1，2]，P2∈ [3，5]，P3∈ [5，10]，由定理 1可知调度 

： (1，2，3)在加工时间变化时总为最优调度．此结 

论由结果 1或结果2也可得到． 

本文关于 目标函数为最大拖期时间的比例 

Flow Shop问题的结果是针对工件交付期变化的，且 

是充分条件，相应例子可类似例 1举出．要注意这些 

充分条件不能减弱为 “s在一些顶点最优”，如当各 

工件加工时间Pl=8，P2=10，P3=20、交付期变化 

范围dl∈[10，15]，d2∈[60，62]，d3∈[54，56]时， 

调度 ：(1，2，3)满足定理 2的条件，但 S在 dl= 

15，d，：62，d ：56时不再是最优调度，原因是虽 

然 5在dl：10，d2=60，d3=54是最优调度，但不 

是由EDD排序得到的调度． 

例 2 对目标函数为拖后工件个数的比例 Flow 

Shop问题，假设各工件加工时间的变化范围是 Pl∈ 

[8，9]，P2∈[9，10]，P3∈[15，2(】]，交付期变化范围d J 
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∈[10，15]，d!∈[20，25]，d ∈[50，60]，由定理 3可 

知在d，=10，d，：20，d ：50且加工时间在 L述范 

围内变化时调度 s：(J，J )：(2，3 I 1)总为最优 

调度；由定理4可知在 pl=9，p!=10，P 3=20且交 

付期在上述范围内变化时调度S=(2，3 I 1)总为最 

优调度；由定理5可知调度S：(2，3 I 1)当加工时间 

和交付期在上述范围内变化时总为最优调度． 

4 结束语(Conclusion) 

本文得到了目标函数为完成时间总和的比例 

Flow Shop调度问题最优调度具有区间摄动鲁棒性 

的三个充分必要条件，目标函数为最大拖期时间及 

拖后工件数的比例 Flow Shop问题最优调度具有区 

间摄动鲁棒性的若干充分条件．这些条件一般有三 

种形式：一种是此调度在某超长方体的一个特定的 

顶点处最优(有时需要是由某算法求出的最优)且各 

参数变化的开区间互不相交；另一种是此调度在某 

超长方体的任意的一对对角顶点处最优(有时需要 

是由某算法求出的最优)且各参数变化的开区间互 

不相交；还有一种是此调度在某超长方体的昕有顶 

点处都最优(有时需要是由某算法求出的最优)．后 

一 种形式的条件在部分加工时间或部分交付期变化 

时也是充分或充分必要条件．可以利用这些结果根 

据对工件加工时间或交付期变化范围的估计来检验 

这些调度问题最优调度的鲁棒性．这里的定理 1、定 

理2当 ai>6 或 f>e，时也是成立的(相当于将条 

件“s在D的某个特定顶点最优”改成“s在与此顶点 

对角的顶点最优”)． 
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