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基于 Delta算子的统一代数 Lyapunov方程解的上下界 
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摘要：基于 Delta算子描述，统一研究了连续代数 Lyapunov方程(CALE)和离散代数 Lyapunov方程(DAL E)的 

定界估计问题．采用矩阵不等式方法．给出了统一的代数 Lyapunov方程(UALE)解矩阵的上下界估计，在极限情形 

下可分别得到 CALE和 DALE的估计结果．计算实例表明了本文方法的有效性 ． 
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Matrix bounds for the solution of the un ified algebraic Lyapun ov 

equation using Delta operator 

ZHANG Duan—jinI． ，YANG Pin ， U Ji 

(1．College of Information Engineering，Zhengzhou University，Henan Zhengzhou 450052，China； 

2 Electric Power College，South China University of Technology，Guangdong Guangzhou 510640，China) 

Abe-act：The estimation problem of matrix bounds for the continuous algebr~c Lyapunov equation(CAL E)and the dis— 

crete algebraic Lyapunov equation(DAL E)could be considered by unified approach using delta operator．The upper and lower 

matrix bounds for the solution of the unified algebraic Lyapunov equation(UALE)are presented in terms of matrix inequality 

approach，and the obtained bounds red uce tO existing ones for the continuous and discrete Lyapunov eq uations in the limiting 

cases．The proposed results ale illustrated through an example． 
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1 引言(Introduction) 

Lyapunov方程在控制理论和状态估计问题的研 

究中具有重要作用，如稳定性分析、鲁棒控制等问题 

通常需要求解这类方程．然而当矩阵维数增大时，方 

程求解将变得相当困难；另一方面，有时可能只需要 

方程的近似解或精确解的初值估计．为此对 Lya— 

punov方程解的特征值、迹和解矩阵的上下界进行 

估计，具有重要的实用价值，已取得很多成果_】J． 

Delta算子方法(定义为l2 =(q—1)／T，q为 

移位算子， 为采样周期)作为一种新的离散化方 

法，不仅避免了传统的 q移位算子方法在高速采样 

时引起的病态条件问题，而且可将连续系统和离散 

系统的许多结果纳入 Delta算子的统一框架，在高 

速信号处理与数字采样控制领域具有重要的应用前 

景[31．目前关于 Delta算子 Lyapunov方程的研究已 

取得一些进展．文献[4]给出了基于 Delta算子的统 

一 Lyapunov方程解的特征值的定界估计．文献[5] 

给出Delta算子 Lyapunov方程解的几何平均和算术 

平均值的上下界．文献[6]研究连续模型、z域离散 

模型和Delta域统一模型描述的 Lyapunov方程解的 

特征值的估计问题．文献[7]给出 Delta算子 Lya— 

punov方程解的条件数的估计．此外，文献[8，9]还给 

出了基于Delta算子的统一代数 Riccafi方程解的定 

界估计结果． 

本文研究 Delta算子描述的 Lyapunov方程解的 

估计问题，给出了统一代数 Lyapunov方程解矩阵的 

上下界估计公式．下文中 ( )表示矩阵 ∈量 

的第 i个特征值，设定按递减次序排列，即 l( )≥ 

2(X)≥ ⋯ ≥ (X)． 

2 问题描述(Problem formulation) 

考虑 Delta算子 描述 的统 一 Lyapunov方程 

(UALE) 

ATP+PA+ 4 PA+Q ：0． (1) 

其中：A，P，p∈曼 ，P，Q>0，且 A的特征值位 
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于 』 (A)+1／ J=】／ 的稳定区域内． 

注 1 根据统一描述的Lyapunov方程，可以分别得到 

连续时间代数 Lyapunov方程(CALE)和离散时问代数 Lya— 

punov方程(DALE)． 

a)在式(1)中．令 T=0．叮得 CALE： 

ATP+ +O =0． (2) 

b)在式(1)中．令 T=1和 n +，= 4．可得 DALE： 

PA—P+Q=0． (3) 

本文目的是在无须求解 Lyapunov方程的前提 

下，给出uALE(1)解矩阵的定界估计． 

引理 1 。 对 ， ∈j ， ： ， ： ， 

则有 

f + —I( +y)≤ ，( )+ (y)， (4) 
【1≤ ，-，≤ n，i+-，≤ ，l+1， 

3 

得到 

P ≥ 

将上式代入式(12)即得式(11)． 证毕 

(13) 

由式(6)和式(1 1)，还可给出 UALE(1)的解矩 

阵的更精确估计如下： 

定理 3 如果正定矩阵 P满足 UALE(1)，且 

[( 4+，) ( 4+，)]<1，贝4有 

( 4+，) ( 4+，)+ Q ≥ P≥ 

10 ( 4+，) ( 4+，)+ Q， =0，1，2，⋯． 

(14) 

其中常数 >0和 >0可分别定义为 

ID = [1D 一【( 4+，) ( 4+，)+ Q]， ：1，2，⋯， 

(15a) 

(5) (Q) 
Po= 

一  (A+A +TAA )’ 

1，则对 l[ (TA+ (TA+，)+ ]， 

于uALE(1)，正定解矩阵 P的上界为 

P≤ (⋯  -r(⋯  m  ， 

(6) 

证 式(1)的等价形式为 

P： ( 4+，) P( 4+，)+ p． (7) 

因为 P≤ l(P)，，进一步有 

P≤ l(P)( 4+，) ( 4+，)+ lQ． (8) 

根据引理 1得到 

l(P)≤ l[ l(P)( 4+，) ( 4+，)+ Q]≤ 

l(P) l[( 4+，) ( 4+，)]+ l(Q)． (9) 

解上述不等式，并考虑假设条件和 (( +，)( 

+，) )：1+ (A+A +TAAT)，可得 

P)≤ ． (·。) 

于是将式(1O)代人式(8)即得到式(6)． 证毕． 

定理 2 若 l[( +，) ( + <1，则对 

于UALE(1)，正定解矩阵 P的下界为 

P ≥ 
(Q) 

一  

(A+A +TAA ) (T4+，) ( 4+，)+ Q 

(11) 

证 因为 P≥ (P)，，由式(7)可得 

P≥ (P)( +，) ( +，)+ ． (12) 

由 l[(TA+，) ( +，)]<1可推出 [( + 

，) ( +，)]<1，以下类似于定理 1的证明过程， 

(15b) 

= 1，2，⋯ ， 

(16a) 

(16b) 

且有 

≤ 一I≤ ⋯ ≤ O， ≥ 一1≥ ⋯ ≥ lDO· 

证 由式(12)和式(13)得到 

P≥ (P)( 4+，) ( 4+，)+ Q， (17) 

P≥ IDo(TA+，) ( 4+，)+ ． (18) 

根据式(15)和式(18)，有 

(P)≥ [IDo(TA+，) ( 4+，)+ Q]=lDI． 

(19) 

将式(19)代人式(17)得 

P≥ IDl( 4+，) ( 4+，)+ Q． (2O) 

在式(19)中应用引理 1，得到 

10l= [po( 4+，) ( 4+，)+ Q]≥ 

10o [( 4+，) ( 4+，)]+ ( Q)：po． 

(21) 

假定 

10 一l= [Pk-2( 4+，) ( 4+，)+ Q]≥lD 一2， 

(22) 

则有 

=  [ —l( +，) ( +，)+ ]≥ 

[pk-2( 4+，) ( 4+，)+ Q]=lD 一I． 

(23) 

因此利用归纳法，本文证明了 ≥ 一I≥ ⋯ ≥po 

__ ， 

+ 

H + 

≥ 

．J 、， ， 

≥ + 
陀 

+ ≤ 

．J M ／ ，，、} n．0 ．． 一 Ef 
若 

结。 按趣 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


96 控 制 理 论 与 应 用 第 2l卷 

成立．类似可证 ≤ 
4 算~lJ(Example) 一1≤⋯≤ 0 

考虑统一代数 Lyapunov方程 UALE(1)解的估 

计问题，其中的参数取为 

= 。．·，A =[一 2 
— 0l。]， =[ ]， =0· ，A 【 0 一l l J， 【0 l J， 

由UALE(1)求得方程的正定解为 

p 一 『0·l04l667 0 1 尸 【 
0 0．10l0l0l J‘ 

由式(6)和式(11)得到解的上下界估计为 

r 0．1O4O4 0 1 【 
0 0．10l0l J≤P≤ 

7 00 】． 【 0 0．10l04l7 J’ 
可见本文方法与理论分析一致，并具有较小的保 

守性 ． 

5 结论(Conclusion) 

本文给出了基于 Delta算子的统一代数 Lya— 

punov方程解的上下界估计结果，在极限情形下可 

分别得到连续和离散 Lyapunov方程的相关结论． 
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