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摘要：考察了受随机干扰的线性离散多变量时不变反馈控制系统中的不确定性和信息传输，从信息论的角度 

阐述了系统干扰抑制的性能极限．讨论中采用熵率和信息率作为系统干扰抑制的性能函数．针对调节问题，利用 

Bode积分定理将控制系统中的熵率和系统开环不稳定极点结合起来，修正了“变异度守恒定律”；针对跟踪问题，研 

究高斯系统中干扰与输出间的互信息率和系统闭环传递函数 H 熵的关系，并在此基础上得出了系统干扰抑制的 

性能上界． 
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Performance limits 0f(1isturbance rejection in linear mull=ivariable 

control systems：information theoretic approaches 

ZHANG Hui．SUN You—xian 

(National Laboratory of Industrial Control Technology and Institute of Modem Control Engineering． 

Deparlment of Control Science and Engineering，Zhejiang University，Hangzhou Zhejiang 310027．China) 

Abstract：By investigating the transmission of uncertainty and information in linear time invariant multivariable control sys— 

tems disturbed by stationary stochastic processes，performance limits of disturbance rejection were studied within the framework 

ofinformationtheory．Two~ UreS ofinform ationand uncertainty，entropy rateandmutual informationrate，were employed as 

pe rformance functions of linear regulation system and linear tracking system ，respectively．For linear regulation problem ，the en— 

tropy rate of system output Was computed by using Bode integral formula，then the performance limit ofdisturbance rejection Was 

formulated in terms ofunstable poles ofopen-loop transfer function，and the’conservation law of variety’Was revised．For linear 

tracking problem．a relation between H∞ entropy of system closed-loop transfer function an d mutual inform ation rate ofthe pair 

of disturbance and output Was deduced by using frequency calculation method of mutual information rate，and an upper bound of 

disnIrba】 rejection performance in Gaussian systems Was derived based on this relation． 

Key words：information rates；Bode integral；H∞entropy；perform ance limit；linear multivariable system；stochastic dis— 

nlrbance 

1 引言(Introduction) 

Bode用解析函数理论研究了反馈控制系统的 

性能局限，针对线性单变量连续系统得出了著名的 

的Bode积分定理_1 J．近年来，这一成果已被推广到 

离散、多变量、非线性和时变系统等情形 J． 

从信息论的观点来看，控制系统是一个信息和 

不确定性的传输通道．控制论的先驱 Ashby提出了 

用 Shannon信息论中的熵函数描述的系统“变异度” 

(variety)概念【 ；Engell[ J则用“伪熵率”(pseudo en— 

tropy rate)和熵率研究单变量线性反馈控制系统中 

的“变异度守恒定律”(the conservation law of vari一 

收稿日期：2002—10—28；收修改稿日期：2003—07—19 

基金项目：国家973项目(2002CB312200)． 

e )．这些成果是与系统的可达性能联系在一起的． 

控制系统研究的信息论方法在近年来获得了进一步 

的关注l J． 

同样着眼于不确定性，作为线性鲁棒控制系统 

的一个次优设计方法，最小熵 H 控制理论获得了 

可喜的成果【10- ]．该方法采用 H 熵(不同于 Shan— 

non信息熵)作为性能指标，在系统闭环传递函数的 

H 范数有界条件下选择控制器使其 H 熵达到 

最小 ． 

2 概念和引理(Concepts and lemmas) 

设离散随机过程 的一组序列为 = { 。， 
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⋯

， }，该过程 的 Shannon熵率 为[ ]：力( )： 

lira~ H( )，其中H( )是 的联合熵．熵率描述 

了随机过程每单位时间的平均不确定性或信息量． 

而两个离散随机过程 和】，问的互信息率[ j ( ； 

】，)=lim ，( ； )则描述了 和】，每单位时间的 

平均互信息，同时也反映了其间的信息传输情况，其 

中，(X ； )为 和 的互信息， ={Yl，⋯，y，J} 

为 】，的序列． 

对于 m×m传递函数矩阵G(z)=i-H ， H 

表示所有稳定、正则、实有理 的传递函数矩阵， 

ll G(z)ll ：sup [G(e )]< ， 表示最大奇异 

值，其 H 熵[ 川]定义为 

H(C， )= j一 ln det[I— G(eioJ)G (e )ldco． 
(1) 

其中 G (e )=GT(e-im)． 

引理 1 设线性有限维多变量系统的传递函数 

矩阵 G(z)E H ，系统输入 E 为零均值的平 

稳随机向量序列，其有理谱密度阵为 (cU)．则系 

统输出 Y E曼 的熵率为 

H(Y)=H( )+ 一I In I detG(e )I d(u．(2) 

其中 ( )为输入的熵率： 

Lr(y)= 1 ln(2 + + ： ln deI ∞ ． 
(3) 

证明见附录． 

引理 2[ J 设两个联合高斯平稳随机过程 

(Ij})E ，Y(Ij})E 具有谱密度 ， ， (Ij})= 

[ T(Ij})YT(Ij})]T E ” 具有谱密度 ，Ij}=0，1，2， 
⋯

． 则 (Ij})和 Y(Ij})的互信息率为 

=  ： ln (4) 
3 受随机干扰的调节系统(Regulation sys— 

terns with stochastic disturbance) 

考虑图 1所示离散线性有限维时不变控制系统． 

图 1 线性受扰系统 
Fig．1 Linear system with disturbance 

图中：r，d，Y E： 分别为系统参考输入、干扰 

和输出；C(z)，P(z)为 n X n正则有理传递函数 

矩阵． 

假定 1 干扰 d为零均值离散平稳随机过程； 

参考输入 r为确定性的，不失一般性，设 r；0．系统 

开环传递函数 L(z)=P(z)C(z)为严格正则的，即 

矩阵L(z)的每个元素皆为严格正则的传递函数(分 

子的阶次小于分母的阶次)；系统是良定和闭环稳 

定的． 

对图 1所示系统，在假定 1条件下系统唯一的 

外来输入为干扰 d，输出y的不确定性是由d传输而 

来．如前所述，随机过程的熵率描述了其平均不确定 

性．因而作为系统的目标函数，Y的熵率反映了系统 

的干扰抑制性能． 

干扰 d到输出Y的闭环传递函数为S(z)：(，+ 

L(z))～．据引理 1，Y的熵率为 
1 r 

(Y)=力(d)+ 
．I In I detS(e )I Zd(U．(5) 

叶 71-√ 一 

其中 (d)为干扰的熵率．根据多变量系统的 Bode 

积分定理[ ，当 L(z)为严格正则时， 

r丌 ——r『f— 

l In I detS(ei )I d(U=2丌 In I p I≥0． 
一  

= 1 

(6) 

其中P ( =1，2，⋯，m)为 L(z)的单位圆外的极 

点．由式(5)、(6)可得如下结论： 

定理 1 设图 1所示系统满足假定 1所述条 

件，则输出 Y的熵率为 

H(Y)=H(d)+ In I p I． (7) 
，= 1 

其中 P ( =1，2，⋯，m)为 L(z)的单位圆外的极 

点 ． 

定理 1从信息论的角度反映了线性反馈控制系 

统干扰抑制的性能极限：由式(7)可知，对于开环严 

格正则的线性时不变反馈控制系统 ，系统输出的平 

均不确定性总是大于或等于外来干扰的平均不确定 

性，即 力(Y)≥ (d)；开环不稳定极点加大了系统 

输出的不确定性．对于单变量系统(图 1中 n=1) 

该结论同样成立，见文献[7]． 

除了信息和不确定性之外，Ashby[ ]和 Engell[ J 

给熵和熵率赋予另一个含义——“变异度”，即关于 

过程可能的状态量或“随机度”的度量．Engell还提 

出了控制系统中的“变异度守恒定律”．根据其结 

论[ ，对于图 1所示单变量系统，在假定 1条件下输 

出Y的变异度与干扰d的变异度是恒等的，即H(Y) 
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一 H(d)．然而由定理 1可知，变异度守恒是有条件 

的：只有当系统开环传递函数为严格正则和稳定时 

该定律才成立．定理 1对变异度守恒定律进行了修 

正，并推广到多变量系统． 

4 受随机干扰的跟踪系统(Tracking systems 

with stochastic disturbance) 

本节在假定 2条件下考虑如图 1所示的跟踪控 

制系统． 

假定 2 参考输入 r和干扰 d为相互独立的离 

散零均值高斯平稳过程，其有理谱密度为 ，(叫)， 

( )，为讨论方便设 (叫)=，；系统是良定和闭 

环稳定的． 

系统输出闭环传递矩阵分别为 S(z)：(，+ 

L(z))_。， (z)=，J(z)[，+L(z)]_。，则 Y的谱密度 

为 

(叫)= 

T(ei ) ，(叫)T (ei )+S(ei ) (叫)S (ei )． 

而 r，d与Y的互谱密度分别为 

(叫)= ，(叫)T (e )， 

(叫)= d(叫)S (e )． 

另设 Yr(z)= T(z)r(z)． 

考察上述系统中干扰 d和输出Y间的互信息 

率，有： 

引理 3 设图 1所示系统满足假定 2所述条 

件，则干扰 d和输出Y的互信息率为 

，(d；Y)= 

j： ln det[，一 (叫)s(eiro)s (eiro) = 
H(Y)一H(Y，)． (8) 

其中H(Y)，H(Y，)为 Y，Yr的熵率． 

证 设 (k)=[dT(k) YT(k)ly, 的谱密度 

为 

[ 
则 

det (叫)= 

det@a(叫)det[ (叫)一 (叫) ’(叫) d)，(叫)]= 

det (叫)det[，一 (叫)S(e )S (e )]． 

根据引理2得 

，(d；Y)= 

： ln det[，一 (叫)s(ei )s*(e 
另一方面 

det (叫)=det[T(e ) ，(叫)T (e ))]， 

则 

I(d：y = n 

由引理 1可得 

7(d；Y)= 

(y)一力㈩ 一 ldet )l d叫 ： 

H(Y)一H(Y，)． 

输出 Y由两部分构成：由 r通过系统传递到输 

出的部分，和由d到输出的部分． (Y)：7(d；Y)+ 

日(y，)描述了输出的总体不确定性，H(Y，)则描述Y 

中由r传递来的信息．若此时仍以 (Y)作为最小化 

性能函数，则有可能造成输出 y“丢失”关于 r的跟 

踪信息．7(d；Y)反映了系统中不确定性从 d到Y的 

传输情况，为抑制干扰，显然 ，(d；Y)越小越好．因 

而合理的选择是给 刀(Y)限定某个恰当的上界(对 

高斯系统 (Y)的界 —— 对应 于输 出方差 的 

界[B )，而使 7(d；Y)达到最小．7(d；Y)反映了系统 

的干扰抑制性能． 

由于 Y为高斯平稳过程，根据谱分解定理[15]， 

存在有理函数阵 (z)，det (z)的零极点都在单 

位圆内，使得 (叫)= (e )F (e )．另由奇异 

值分解，存在单位阵 ∈c ， =，，使得 

=  A ，其中A=diag[ }，⋯， ]， (i=1，⋯， 

n)为 (z)的奇异值．且 det =det( A )= 

detA． 

令 y= ll Fr(z)ll ，有 

det ≤ y ， 

det[ (叫)S(e )S (e )]≥ 

~／-2ndet[S(e )S (e )]， 

则 

det[，一 (叫)S(e )S (e )]≤ 

det[，一y-2S(e )S (e )]． 

因而 

j： ln det EI一 _l(叫)s(eko)s (eit~) ≥ 

j： ln det EI—y-25(e )s*(e ) ． (9) 
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由于 

( )=T(e ) ，( )T (ei )+S(ei )S (e )≥ 

S(e )S (ei )， 

因而 ( )S(e )S (e )≤ ，．若 ( )S(ei ) 

5 (e )=，，由式(8)可知 ，(d；y)：+∞．同样由 

定理 1，，(d；Y)=H(y)一H(h)，由于平稳高斯过 

程的熵率存在[13]，即 (Y)，力( )都小于 +∞，可 

知 (d；Y) <+ ∞． 所 以 y一：S(e )S ei )≤ 

(60)S(e )S (e )<，，则 

il 5(z)_l∞<y． (10) 

由式(1)可知，闭环传递函数 S( )满足式(10)条件 

下的 H 熵为 

Ⅳ(S，y)： 

n de【[，一7-25(eko) (ei c~) ． 

(1 1) 

记 C一={c∈ ：，l c I<1}；设对于矩阵 ∈ 
“

，sp( )表示 的特征值的集合．根据 Stoorvo． 

ge1和 Schuppen[ ]的研究成果，设传递矩阵 5(z)具 

有状态空间实现： 

S(z)= C( ～A) B+D，sp(A)c C一． 

(12) 

其中A，B，C和D为相应的实矩阵．当 ll S(z){{ 

<y时，下列方程存在唯一解 Q∈⋯--2 ： 

Q=ATQA+C c+(ATQB+C D)E一 (B +D C)， 

Q = Q ≥ 0， 

E =7-2，一B QB—D D >0． 

sp( +BE一’( +D C))c C一． 

(13) 

且H(S，)，)=一{ln det(，一)， B QB—y D D)． 

由引理 3和上述分析可得： 

定理 2 设图 1所示系统满足假定 2所述条 

件，则 

y ，(d；Y)≥ H(S，y)= 

一 {ln det(，一y BTQB—y DTD)． (14) 

由于 y反映了输出Y的“大小”，也同刀(Y)一一 

对应，所以 y (d；Y)较 (d；Y)更全面地衡量了系 

统干扰抑制性能．定理 2表明，系统敏感函数的 H 

熵是系统干扰抑制性能指标函数 y (d；Y)的下 

界．结合方程(13)可得出了这个下界的时域计算结 

果．而当选择控制器使系统 H 熵达到最小[10,“]时， 

则由式(14)得到系统干扰抑制的性能极限． 

文献[8]针对辨识问题研究了辨识误差和标准 

白噪声间的互信息率和 H 熵的等价关系．而这里 

研究的是控制系统闭环传递函数的 H 熵与该传递 

函数输入和输出间的互信息率的关系．本文所得出 

的结果也与文献[8]不同． 

5 结论(Conclusion) 

本文考察了受随机干扰的线性多变量时不变控 

制系统中的不确定性和信息传输，分别针对调节问 

题和跟踪问题，从信息论的角度阐述了反馈控制系 

统的干扰抑制性能极限，并对“变异度守恒定律”进 

行了修正．本文所得出的信息率(熵率和互信息率) 

与 Bode积分和H 熵的关系表明，信息论中的有关 

概念和方法在控制系统的性能分析中有其独到的 

优势 ． 
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附录(Appendix)： 

引理 1的证明． 

该引理的单变量形式在文献[16]中已给出，但就作者所 

知还没有针对多变量系统的结果．这里给出证明． 

首先考虑 是离散高斯过程的情况，这时 Y也是高斯过 

程．设 的序列 ={ ．．， }，定义Toeplitz阵 n：[Q(j 

一  )] ， ： ⋯，_l_o．1，⋯， ，其中 Q(J一 )∈R 为 的协方 

差阵． 的熵为H( )：{ln(2zre)” +÷ln detTx~．根据 

Toeplitz矩阵的 SzegO极限定理[ ， 

⋯

lira[det ] =exp
⋯

e
～

l ln det ( )d ， 
n—+ ∞ 厶 儿 J — 

则 的熵率为 

( )： lim 1H(Xn)
：  

n 

1n(2 ) + ： ln det~y(m)dm． 

同理，Y的熵率为 

H(Y)= lim ( )= 

1n(2 ) +号+ 『= ln det (∞)d ． 
由于 ( )=C(e ) ( )G (e )，所以 

(y)： ( )+ ln I detG(ei doJ． 

再看 是任意分布的情况．假定输出序列{Y 一， }为 

有限输入序列{ --， }的线性变换．设该变换的 Jacobian 

阵为 J( 一， )，A =detJ( --， )．由于 C(z)为线性 

系统，可知J( 一， )存在单值逆，且△与≈(i：1，⋯，n) 

无关 ．据熵的性质有 

H(Yl，⋯，Y )=H( l，⋯， )+ ， (A1) 

式中 =In I△f．即 H(Y 一， )和 ( 一， )之间只 

相差一个常数，它由系统 C(z)的参数唯一确定，而与 无 

关 ．考虑线性变换阵为无穷阶次的情形，即 

Y =∑lk ，i：一∞，⋯，∞． 
k=0 

将式(A1)扩展到无穷多变量的情形，由熵率的定义可得 

H(Y)：H( )+K，可知 也是一个只由系统 G( )的参数 

唯一确定的常数．由前面的过程可知，当 是高斯过程时， 

K： J一 ln I detG(ei ) 
由于 是与 无关的常数，因而上式对于任意分布的 都是 

成立的． 
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