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摘要：为了将满意优化拓展到多变量系统中以解决多变量控制系统线性二次型(LQ)控制器设计中加权系数 

阵确定难的问题 ，提出多变量系统满意优化设计方法，通过设计满意度函数，构造出多变量系统的满意优化数学模 

型，并用改进遗传算法实现二级倒立摆系统 LQ控制器满意优化设计．仿真结果显示，系统具有更满意的综合性能 

指标．证实了该方法的有效性和实用性．本文的研究对多变量系统优化设计具有～定的参考价值． 
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in mult=ivariable control system 
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Abstract：To inmxiuce satisfactory optimization into multivariab!e control systems to solve the problem that weighting CO· 

efficient matrices in linear quadratic controller design of multivariable control systems  are chosen，satisfactory optimization 

method(SOM)for multivariable control systems is proposed．By designing satisfactory rate functions of performance indexes 

and synthesis satisfactory rate function of control system，satisfactory optimization ma thema tic model for multivariable control 

systems is constructed．Themodelis characterized by consideringsatisfactoryde sign  ofperformanceindexes，parameteropfimiza· 

tion，constraints and objectives，simultaneously．Also，the controller of double pendulum control system is designed ng SOM 

based onim proved genetic algorithm that has rapid convergence andgoodglobal search capability．Experimental results show that 

the control system designed by SOM has faster response speed，smaller over-amplitude and shorter adjusting time than that ob· 

tained by traditional methods．SOM Can achieve more satisfactory control performances than traditional me thods．So the intro· 

duced me thod is effective and practical，and also has some reference value for designing multivariable control systems ． 

Key words：satisfactory optimization；control system；genetic algorithms；double pendulum 

1 引言(Introduction) 

对于多变量系统，经典的PID校正法和根轨迹 

校正法难以满足同时控制多个输出变量的要求，状 

态空间的极点配置法要求分别设计多个反馈校正装 

置，设计过程复杂，而采用线性二次型(LQ)法只需 

设计一个状态反馈校正装置，在性能指标 ．，最小意 

义下获得最优控制信号．但采用 LQ法设计实际控 

制对象的控制器时，性能指标 ．，中的加权系数阵s， 

p和R的确定比较困难，目前采用的经验法和试凑 

法使设计过程复杂且设计出的控制器并不太令人满 

意．因此，采用满意优化方法进行多变量控制系统的 

满意优化控制器设计是非常必要的． 

本文将金炜东教授提出的控制系统满意优化方 

法 1 J拓展到多变量控制系统的控制器设计中，将 

多变量控制系统的性能指标设计与控制器参数优化 

溶为一体考虑，将各个性能指标(如最大超调量、过 

渡过程时间、上升时间、稳态误差等)约束软化，设计 

出性能指标满意度函数、输出变量满意度函数和控 

制系统综合满意度函数，推导出基于该方法的多变 

量系统控制器参数满意优化设计的优化模型．并以 

单输人多输出的二级倒立摆六阶系统为例，说明了 

其设计过程，在 MATLAB环境下，用改进遗传算法 
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(IGA)实现其控制器的满意优化，从而设计出较为 

满意的多变量系统控制器．仿真结果显示，与文献 

[4]相比，二级倒立摆系统的响应快速性明显提高， 

最大超调量明显减小，表明了该方法的有效性和实 

用性 ． 

2 多变量系统满意优化模型(Satisfactory op— 

timization model of multivariable systems) 

下面以二级倒立摆控制系统为例来说明多变量 

系统满意优化计算模型的推导过程． 

二级倒立摆系统是一个单输入多输出的六阶控 

制系统，此系统有三个输出变量，分别为小车的位 

移、下摆的摆角和上摆相对于下摆的摆角．此控制系 

统的三个输出量均有各 自的性能评价指标，以小车 

位移为例，其性能评价指标可为最大偏移量、达到稳 

定的调整时间、响应时间等．由此，对一般的多变量 

系统，可作如下描述： 

设多变量系统有 n个输出变量，记为 V。， 2，⋯， 

，它们构成输出变量集 V= {(” ，”2，⋯，”， )l 

∈==．，i=1，2，⋯，n}．设输出变量 (i=1，2，⋯，n) 

的性能评价指标有 m个，记为 ql，q2，⋯，q ．每一个 

性能指标变量均取实数值，q ∈ ， ：1，2，⋯，m， 

它们构成质量准则集 Q={(ql，q2，⋯，q )f q ∈ 

，k=1，2，⋯，m}．m个性能评价指标可表示成指 

标向量 q=[ql，q2，⋯，q ]∈Q，Q c ．则 n个输 

出变量的性能指标 Q。，Q2，⋯，Q 构成性能评价指 

标集 QN = {(Ql，Q2，⋯，Q )f Q c蔓 ，i=1， 

2，⋯，n}，QN c：I_ ，可表示成性能评价指标向量 

qn=【Ql，Q2，⋯，Q ] ，其中 Qk=g肼=[ ，qk2， 

⋯ ，g ]，k=1，2，⋯，n．对二级倒立摆控制系统而 

言，输出变量有3个，故 n=3．如果每一个输出变量 

取3个性能评价指标，则 m：3，于是，输出变量集 

： {( l， 2， 3)f ∈曼，i=1，2，3}，指标向量 g= 

[ql，g2，q3]． 

二级倒立摆是一个强不稳定系统，必须要设计 
一 个恰当的控制器对其进行控制，才能使其稳定．当 

采用二次型方法设计控制器时，由于二次型性能指 

标中的加权系数矩阵难以确定，但可知一般均采用 

对角阵，因而可将各加权系数矩阵中的对角元素作 

为待优化参数，其个数由各加权系数矩阵的阶数确 

定．因此，推广到一般多变量控制系统时，可设多变 

量系统中待优化的系统参数有P个，记为 。， 2，⋯， 

，且每一个系统参数 均为实数， ∈曼，J=1，2， 

⋯

，P，则 P个系统参数构成可供选择的参数集 = 

{( l，X2，⋯， )l ∈R， =1，2，⋯，P}．于是优化 

问题的解向量 =[ l， 2，⋯， ]∈ ，X c ， 

即为优化问题的解空间．由于二级倒立摆系统是一 

个六阶控制系统，二次型性能指标中的加权系数矩 

阵 Q和R的阶数分别为6和 1，故待优化的系统参数 

共有 7个，优化问题的解向量 =[ ， 2，⋯， ]． 

对于参数变量解空间 中的一个解 (̈， ( ) 

= [ } ， 5“，⋯， ]，其中 Ii (k：1，2，⋯，m)是 

参数变量 的一个取值．输出变量 的性能指标值 

为q；̈=[g； g ，⋯，g ]( ：1，2，⋯，n)，从而 
可得多变量系统的性能指标值为 

qn‘̈ =[Q}̈，Q5̈，⋯，Q ]T． 

式中QI =gI =[gI1 ，gI ，⋯，g ]，k：1，2， 
⋯

，n．其中g ’(J=1，2，⋯，m，k=1，2，⋯，n)是每 

一 个性能指标 关于参数解 “’的取值．g ’与各 

参数变量均有关，可将q： ’表示成P个参数的函数， 

记为 g = ’( )， ∈ ，X c p， ：1，2，⋯，m， 

k=1，2，⋯，n．其中 厂( )为一向量函数，给出了 g 

关于 的函数关系，g可以是系统优化目标，也可以 

包括对系统性能指标的约束．于是可得输出变量 

(
． 

= 1，2，⋯，n)的性能指标向量值 

q = l g ，g ，⋯，g J： 

[ { ( )， ! ( )，⋯，硝 ( )]垒 ( )， 
其中符号 “尘”表示“定义为”，从而可将 qn“)表示 

成系统参数的函数，即 

gn‘̈ =[F{ ( )，F5 )，⋯，F )]T． 

式中 

F ( )= “( )： 

[ l ( )，硝 ’( )，⋯， ’( )]，k=1，2，⋯，n． 

在多变量系统中，由于各输出变量的各个性能 

评价指标之间存在着一定的矛盾，不同输出变量的 

性能评价指标之间也存在着矛盾，因而，各输出量之 

间也存在着一定的矛盾．同时，控制系统的各个性能 

评价与系统待优化的参数之间存在着一定的内在联 

系．如何综合考虑这些矛盾因素和探索这种内在联 

系是设计一个满意控制器必须要考虑的问题．下面 

用性能指标满意度函数、输出变量满意度函数和控制 

系统综合满意度函数来统一考虑这些矛盾之间的关 

系以及这些矛盾因素与待优化的参数之间的关系． 

设控制系统的性能指标满意度函数为 (q)： 

一 [0，1]，并设 s (s ∈[0，1])为性能评价指标 q (k 

= 1，2，⋯，m)的满意度函数值，即 s = (q )， ： 

一 [0，1]，(k=1，2，⋯，m)，则 m个性能指标的满 
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意度函数向量为 = [sl，s2，⋯，s ]= [ l(q1)， 

2(q2)，⋯， (q )]E [0，1] ．设输出变量 ( = 

1，2，⋯，凡)的满意度函数为 (S )， 

： 一 l0，1 J， =1，2，⋯，凡， 

记为sti= (5 )，则 凡个输出量的满意度函数向量 

ST=l stl，s 2，⋯，st j= 

[ l(S1)， (S2)，⋯， (S )]∈ [0，1] ． 

设多变量控制系统的综合满意度函数为 g(ST)，g： 

一 [0，1]记为sty=g(ST)．按最满意原则取最满 

意解为 sty叩=max(sty)，所对应的解 叩为即控制 

系统经优化后得到的最佳解． 

综上所述，多变量系统满意优化模型为 

g = ( )E X，X c ， 

qi= ( )=[fjl( )，fj2( )，⋯，fjm( )]， 

s = (q )E [0，1]， 

5=[sl， 2，⋯，s ]E [0，1] ， 

sti= (5 )E [0，1]， (1) 

5 =[stl，st2，⋯，st ]E [0，1] ， 

sty=g(ST)E [0，1]， 

sty。。=max{sty}E[0，1]， 

。。 E X． 

3 基于 IGA控制器满意优化设计(Satisfactory 

optimization design of controller based on IGA) 

遗传算法(GA)是一种具有极高鲁棒性和广泛 

适用性的全局优化方法，由于 GA不受优化问题性 

质限制，能够处理传统优化方法难以解决的复杂优 

化问题，因而GA在不同专业领域得到了广泛的应 

用并成为近十多年来跨学科研究的热点问题15,6~． 

本文采用的遗传算法主要从以下几方面对标准 

遗传算法进行改进： 

1)初始种群均匀分布，以保证初始种群的多样 

性和初始解分布于整个解空间； 

2)采用不等位编码，取值范围小的参数其位串 

少，取值范围大的参数其位串长，这样可缩短染色体 

的长度，加快搜索速度； 

3)采用最优保留策略，每代保留 10％的个体， 

以加快算法的收敛性； 

4)采用自适应交叉算子和自适应变异算子； 

5)评价函数采用多变量控制系统的综合满意 

度函数，即本文前面提到的函数 g(ST)． 

算例 二级倒立摆系统是一个单输人多输出的 

六阶控制系统，其结构原理图、各个参数的含义以及 

各个参数取值和非线性数学模型参见文献[7]．将二 

级倒立摆的非线性数学模型在 y= 。= 2=夕= 

。= 2=0的不稳定平衡点附近进行线性化，并取 

系统的状态变量为 Z = ( l， 2， 3， 4， 5，Z6) = 

[y， l， 2，夕， l， 2一 l T和输出变量为 Y=(Yl， 

Y2，Y3) ，可得到如下的二级倒立摆系统的状态方 

程 ： 

{z=Az+B ， (2) 
L Y = CZ． 

二级倒立摆控制系统的各个输出变量的性能评 

价指标设计如下： 

1)输出变量 Y，的过渡过程时间(误差小于 

2％)小于2．5 S(t l≤2．5 S)； 

2)输出变量 Yl的上升时间不超过 1 S(tpl≤ 

1 S)； 

3)输出变量 2， 3的过渡过程时间(误差小于 

2％)不超过 2 S(t 2≤2 S，ts3≤2 S)； 

4)输出变量 Y2的最大超调量不超过20％(mpl 

≤20％)； 

5)输出变量 Y3的最大超调量不超过 10％(mp2 

≤10％)． 

二级倒立摆控制系统的结构框图如图 1所示． 

图 1 算例控制系统结构 

Fig．1 Structure of conlrol system in the example 

根据系统要求，采用 LQ法设计倒立摆控制器． 

二次型性能指标为 
r∞ 

．，：I(Z Qz+U RU)dt． (3) 
0 

控制量 ：一KZ，系统初始状态和最终状态均为0． 

在式(3)中，加权系数矩阵 Q为对称半正定常数阵， 

令 Q =diag(ql，q2，q3，q4，q5，q6)，加权系数矩阵R 

为正定矩阵，令 R=q ，于是优化问题的解向量 

= [ I， 2， 3， 4， 5， 6， 7]= 

[ql，q2，q3，q4，q5，q6，q7]． 

根据二级倒立摆系统对各性能指标的不同要求 

和设计者对性能指标的理解，本文设计出如下的各 

个性能指标满意度函数： 

Il= l(t 1)=1一e一。· 。 ‘ ～ l ， (4．1) 
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s12=声2(tpI)=1一e-2． (2-tp1)， (4．2) 

2I=声3(t 2)= 1一e一‘·‘ ‘ ( ～ 2)， (4．3) 

s22=声4(mpI)=1一e-O．23o2( -~oI)， (4．4) 

3I=声5(t 3)=1一e 1513(4- 3)， (4．5) 

32=声6(mp2)=1一e-O．23o2(加一mp ． (4．6) 

二级倒立摆控制系统各输出变量的满意度函数 

向量为 

SI=[sII，sI2]，S2=[s2I，s22]，s3=[s3I，s32]． 

各输出变量的满意度函数选取线性加权函数，输出 

变量 YI的满意度函数为 stI= I(SI)=(1／2)(sII 

+sl2)，输出变量 y2的满意度函数为 st2= 2(S2) 

= (1／2)(s2I+s22)，输出变量 Y3的满意度函数为st3 

= 3(S3)=(1／2)(s3I+s32)；系统输出变量的满意 

度函数向量 ST=[stI，st2，st3]，系统的综合满意度 

函数也选取线性加权函数sty=g(ST)=(1／3)(stI 

+st2+st3)． 

于是，可以采用 IGA对该系统进行优化设计， 

算法如下： 

1)染色体编码．7个参数 [qI，q2，q3，q4，q5，q6， 

q7]的取值范围分别为 {[1，10]，[10，100]，[100， 

500]，[1，5]，[1，5]，[1，5]，[0，1]{，对应的7个二进 

制串的长度分别为{6，8，10，6，6，6，6}，则染色体编 

码长度为48； 

2)种群规模 N =50，自适应交叉率 P 和自适 

应变异率 P 的取值如下： 

f ( 一 )／( 一 )，f≥f， ⋯ 
pc f< 

， 

5 

Pm= k f (6) I 
， <

． 

． 

其中，k ，k 为0．6～1之间的实数， 和 分别为 

群体的最大适应值和平均适应值 ，在计算 P 的公式 

中
．厂为待交叉的两个体中适应值较大的一个适应 

值，在计算 P 的公式中 为待变异个体的适应值； 

3)适应值函数采用多变量控制系统的综合满 

意度函数 g(ST)=(1／3)(stI+st2+st3)． 

将算法在 MATLAB[ ]环境中编程实现，平均搜 

索 100代就可以得到满意解．下面给出两组满意解： 

a) [gl，g2，g3，g4，g5，g6，g7] = [1．4531， 

30．7429，181．7693，0，0，0，0．0539]，经计算得到的状 

态反馈阵为 =一[5．1939，57．9475，141．0822，6． 

2424，23．2185，18．8517]，其阶跃响应曲线见图 2中 

曲线 1所示(实线)； 

b) l qI，g2，g3，g4，g5，g6，g7 J = l1．4609， 

30．7038，177．8592，0，0，0，0．0588]，经计算得到的状 

态反馈阵 为 ：一 [4．9866，55．6487，135．4935， 

5．9394，22．303，0，18．1561]，其阶跃响应曲线见图2 

中曲线2所示(实线)． 

作为对比，列出文献[4]中分别采用4种不同方 

法设计出的4种结果： 

极点配置法： ：一[2．9975，24．979，48．975， 

1．9075，8．4535，6．9016]，其阶跃响应曲线见图 2中 

曲线 3所示(点划线)； 

离散 LQ法： =一[2．490，36．87，99．82，2．74， 

l5．50，l3．4o]，其阶跃响应曲线见图2中曲线 4所 

示(虚线)； 

降维 观测器设计法 ：一[5．21341，66．700， 

116．14，7．7658，21．164，16．246]，其阶跃响应曲线见 

图2中曲线 5所示(虚线)； 

连续 LQ法： =一[3．1560，46．956，122．48， 

3．9740，19．423，16．381]，其阶跃响应曲线见图2中 

曲线 6所示(点划线)． 

图 2 二级倒立摆系统的阶跃响应 

Fig 2 Step responses of double pendulum system 

从仿真结果可看出，采用满意优化方法设计的 

二级倒立摆系统的控制器使系统具有更为满意的综 

合性能指标．图2采用本文提出的方法得到的曲线 

1和曲线 2与文献[4]中的结果得到的曲线 3、曲线 

4、曲线 5和曲线 6相比，系统的响应快速性有了明 

显提高，上升时间和过渡过程时间都比文献[4]中的 

四组设计时间短，系统的超调量也较小，不仅完全满 

足开始确定的性能指标要求，而且结果表明，其设计 
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是相当令人满意的． 

4 结束语(Conclusion) 

tO最优控制已成为现代控制理论及应用中最 

有成果的一部分，但当设计多变量系统的 LQ控制 

器时，其性能指标 ．，中的加权系数阵的确定很困难． 

本文采用满意优化方法进行控制器参数的优化设 

计，将性能指标要求的设计与控制器参数设计统一 

考虑，并用改进遗传算法进行全局寻优，不仅可以比 

较容易地确定其加权系数阵的值，而且获得了较为 

满意的设计结果．文中以单输入多输出的二级倒立 

摆六阶系统为例，将满意优化方法应用于 LQ设计 

中，获得了令人相当满意的倒立摆控制器，仿真结果 

表明，该方法的优化性能优于传统方法． 
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