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摘要：基于稳态 Kalman滤波器和射影理论，提出了统一和通用的时域 Wiener状态滤波新方法，用它得到带非 

零均值相关噪声线性随机系统的渐近稳定的Wiener状态估值器和解耦Wiener状态估值器．它可统一处理状态滤 

波、预报和平滑问题．发现了 Kalman滤波器和Wiener滤波器之间的变换关系，Wiener状态估值器可由Kalman估值 

器通过自回归滑动平均(ARMA)新息模型得到．一个仿真例子说明了其有效性． 
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New approach to Wiener state filtering in tinle-domain 

DENG Zi．1i 

(Institute of Applied Mathematics and Department of Autoamtion，Heilongjiang University，Harbin Heilongjiang 150080，China) 

Abstract：Based on the steady-state Kalman filter and projection theory，a new unified and general approach to the time- 

domain W iener state filtering is presented ，by which the asymptotically stable W iener state estimator and decoupled W iener state 

estimators are presented for linear stochastic systems with correlated noises having non-zero means．It Can handle the state filter- 

ing，prediction and smoothing problems  in a unified  framework．The transformation relationship between the Kalman filters and 

W iener filters is discovered，the W iener state estimators Can be obtained from the Kalman estimators by means ofthe autoregres- 

sive moving average(ARMA)innovation mode1．A simulation example shows its effectiveness． 

Key words：stochastic system；state estimation；Wiener filtering；Kalman filtering；time-domain approach 

1 引言(Introduction) 

状态估计问题出现在许多领域，包括信号处理， 

通讯和控制⋯．虽然 Kahnan滤波方法有广泛的应 

用，但其缺点是不能统一处理滤波，预报和平滑问 

题．尤其 Kalman平滑算法较为复杂，要求计算最优 

平滑初值和误差方差阵的逆矩阵【 ，增加了计算负 

担．新近文献[3，4]用现代时间序列分析方法【 j提出 

了一种时域 Wiener状态滤波方法，可统一处理滤 

波、预报和平滑问题．但要求多项式矩阵的左素和右 

素分解．多项式方法_6 J是一种频域 Wiener滤波方 

法，适合解决信号估计问题．用多项式方法仅提出了 
一 步 Wiener状态预报器【 』和 Wiener状态滤波器 ， 

没有解决状态平滑问题，且该方法不仅要求多项式 

的左素和右素分解，而且还要求解两个耦合的 Dio． 

phantine方程 ． 

本文用 Kalman滤波方法和射影理论_9 J，提出了 

一 种统一的和通用的时域 Wiener状态滤波方法．作 

者发现了Kalman滤波器与Wiener滤波器之间的重 

要的变换关系．新方法本质上是一种变换或转化方 

法，即Wiener状态估值器可由 Kalman估值器通过 

ARMA新息模型被得到．文中提出了 ARMA新息模 

型的新的构造方法．它可用迭代法【mJ求解稳态 Ric． 

cati方程得到．同上述其他滤波方法相比，新方法避 

免了计算最优初值和误差方差阵的逆矩阵，避免了 

多项式矩阵的左素和右素分解，且避免了求解 Dio． 

phantine方程，可减少计算负担． 

2 问题阐述和引理(Problem formulation and 

lemmas) 

考虑带非零均值相关噪声的线性离散随机系统 

(t+1)= (t)+Fw(t)， (1) 

Y(t =Hx(t)+V(t)． (2) 

其中 t是离散时间， (t)∈ R 是状态，y(t)∈R 

是观测， ，r和日为常阵． 

假设 1 (t)∈ 和 V(t)∈R 是带非零均 
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f Ew(t)=q ，Ev(t)= q ， 

Icov ㈩ )： ． 
(3) 

其中E为均值号，COV为协方差号，T为转置， ： 

1， =0(t≠ )，Q >0． 

注意，对定常的非零机动加速度输入的雷达跟 

踪系统  ̈将引出带非零均值输入白噪声 埘(t)；对 

于传感器带常的系统偏差的系统将引出带非零均值 

观测噪声 (t)． 

假设 2[ ] ( 一rSQ；。H，rQ )为完全可稳 

对，对任意 Q一 ， T =Q 一SQ；。ST，( ， )为完 

全可检测对． 

假设 3 初始观测时刻 t0=一∞． 

Wiener状态估计问题是基于观测 (Y(j)，Y(j一 

1)，⋯)求状态 (t)的最优(线性最小方差)估值器 

(t I )，它们具有一种统一的带 Y(j)作为输入的 

传递矩阵表达式或 ARMA递推滤波器形式．对 = 

t， <t或J>t，各称 (t I )为Wiener状态滤波 

器、预报器或平滑器．通常，统称 (t I_『)为 Wiener 

状态估值器． 

3 RMA新息模型(ARMA innovation mode1) 

假设 1～3引出l9 J存在稳态 Kalman预报器 

(t+1 I t)= (t I t一1)+rq + (t)， 

(4) 

e(t)=Y(t)一q 一爿互(t I t一1)， (5) 

= ( T+ )Q 。， (6) 

Q =HZHT+Q ． (7) 

其中新息 e(t)是零均值，方差阵为 的白噪声，预 

报误差方差阵 是如下稳态 Riccati方程的唯一正 

定解： 

：  
T

一 ( T+f )(HZHT+Q )一。× 

( +r5)T+rQ T． (8) 

它可用迭代法求解[10] ‘ 

(t+1)： (t) T一( (t)HT+PS)× 

(I-IZ(t)HT+Q，，)一。( (t)HT+ 

r5)T+I1Q T， (9) 

带任意初值 (O)=aln，口>0，厶为几×几单位阵． 

有[9]lim~．(t)： ，因而t充分大时有 (t) ．大 

量仿真结果表明上述迭代算法具有快速收敛性．通 

常当30≤t≤60时， 的误差小于1O-3的满意估值 

(t)可被得到．可证明[ ]：( (t)一 )按指数收敛 

到零． 

将式(5)代入式(4)有稳态 Kallllan预报器 

(t+1 I t)： 

(t I t一1)+rq +Kpy(t)一 g ．(1O) 

它可写为 Wiener滤波器形式 

(t+1 I t)： 

(， 一q一。 )一。[rq 一 g +Kpy(￡)]． (11) 

其中 q一为单位滞后算子，q一 (t)= (t一1)，且 

=  一  (12) 

是一个稳定矩阵 J，即 的所有特征值位于单位 

圆内． 

将式(11)代入式(5)并应用矩阵求逆 Leverrier- 

Fadeeva公式[。。] 

(厶一q一。 )～ =F(q一。)／ (q一。)， (13) 

1 (g一。)=1+1 l q一。+⋯ + g一 ， 

F(g一。)= In+Flq一。+⋯ + —lq一 一̈ ， 

= 一 (1／i)tr( Fi一1)，i=1，⋯，几， 

Fi= Fi
一 1+ 厶，Fo=In，i=1，⋯，几一1． 

(14) 

其中 (q_1)=det(In—q_1 )，F(q_1)=adj(In 

— q一， )，容易得到如下定理 1： 

定理 1 系统(1)，(2)在假设 1～3下有 ARMA 

新息模型 

A(q一。)Y(t)= (q一。)e(t)+．0． (15) 

其中定义多项式矩阵 A(q一)和常向量 ．0为 

A(q一。)= (q一。)，m一 (q一。) ～， 

ID= HF(1)Fq +， (1)q 一 F(1) g ，(16) 

4 稳 态最优 Kalman预 报器 和 平滑器 

(Steady—state optimal Kalman predictor and 

smoother) 

本节提出新的稳态最优 Kalman预报器和平滑 

器如下： 

定理 2 系统(1)，(2)在假设 1～3下，有稳态 

最优 Kalman预报器 (t I t+N)(N≤一2)为 

(t I t+Ⅳ)： 一 一。 (t+Ⅳ+1 I t+Ⅳ)+b』v， 

(17) 
一 ，v一2 

： ∑ ~~／-q ． (18bN 18) = ． () 
= 0 

证 由式(1)和射影性质有[ 
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互(t l t一2)= (t一1 l t一2)+r'q ， 

x(t I t一3)： 

(t一1 I t一3)+f'q = 

[ (t一2 I t一3)+f'q ]+f'q = 

x(t一2 I t一3)+ 'q +f'q ． r 

(19) 

用归纳法得式(17)和(18)． 证毕． 

定理 3 系统(1)，(2)在假设 1～3下，有稳态最 

优Kalman滤波器和平滑器 (t l t+Ⅳ)(N≥0)为 

互(t l t+Ⅳ)=互(t l t+N一1)+ ，̂e(t+Ⅳ)， 

(2o) 

M，v= [( 一 ) ]憎 Q ， (21) 

带初值 互(t l t一1)． 

证 当 N =0时，文献[9]已证明了稳态 

Kalman滤波器增益 M0=EH Q ，故定理 3对 

N：0成立．对 N >0，应用射影公式[ ]有式(20)， 

其中 

MN=E[ (t+1)e (t+Ⅳ)]Q ． (22) 

由式(2)和(5)有 

e(t)= Itx(t l t一1)+ (t)． (23) 

其中定义 三(t l t一1)： (t)一互(t l t一1)， (t) 

=  (t)一q ．由式(1)减式(4)引出 

(t+1 l t)= (t l t一1)+r (t)一 (t)． 

(24) 

其中定义 (t)= (t)一％．将式(23)代入式(24)有 

(t+1 l t)： 

( 一 H) (t l t一1)+r (t)一 (t)． 

(25) 

由式(25)迭代引出 

三(t+Ⅳl t+N一1)： 

( 一K H) (t l t一1)+ 

t+，v 

∑( 一 ) 一 ( 一1)一 (i一1)]． 
：t+l 

(26) 

注意 (t)不相关于 (t+N)(N≥1)，应用式(23) 

可将式(22)化为 

MN=E[ (t)三 (t+Ⅳl t+N一1)] Q 

(27) 

将式(26)代人式(27)中，注意由式(1)和(2)知 (t) 

不相关于 (t)， (t+1)，⋯， (t)， (t+1)，⋯， 

(t)：王(t l t一1)+三(t l t一1)，且由射影正交性 

有 王(t I t一1)不相关(正交)于x(t I t一1)，则立 

刻得到式(21)，其中定义 ：E[x一(t l t一1)王 (t l 

t一1)]． 证毕． 

这里提出的 Kalinan平滑增益新算法(21)的优 

点是避免了计算误差方差阵的逆矩阵l2 J． 

5 Wiener状 态 估 值 器 (Wiener state esti— 

amtors) 

定理 4 系统(1)，(2)在假设 1～3下，有渐近 

稳定的统一的Wiener状态估值器 ；(t l t+Ⅳ)为 

(q一 )互(t l t+Ⅳ)=K (q一 )Y(t+Ⅳ)+IDⅣ． 

(28) 

其中，对 Ⅳ≥0有 

(q一)= (q一)， 

K／v(q一 )=M／v(q一 )A(q一 )+F(q一 ) q一 一 ， 

ID，v=F(1)f'q 一F(1) 一MN(1)ID， 

Ⅳ 

M，v(q一 )：∑Miq ～； 
i：0 

(29) 

对 Ⅳ =一1有 

f 一l(q一)=In—q ， 

{K—l(q )= ， (30) 
P一1=rq 一 ； 

对 N<一1有 

r (q一)= (q )， 

{ (g )= _~ F(q-t) ， 
【P~= 一F(1)[ 一 ]+ (1)bN． 

(31) 

证 对 N≥0，由式(20)迭代有非递推稳态最 

优滤波器和平滑器 
，v 

；(t l t+Ⅳ)： (t l t一1)+∑ (t+ )． 
i：0 

(32) 

由在式(29)中 M『v(q一)的定义可将式(32)写为 

互(t l t+Ⅳ)：互(t l t一1)+MN(q一 )e(t+Ⅳ)． 

(33) 

由式(15)有 

e(t+Ⅳ)= 一 (q一 )[A(q一 )Y(t+N)一lD]． 

(34) 

将式(11)，(13)和(34)代入式(33)引出式(28)和 

(29)成立．对 Ⅳ =一1，由式(11)引出式(28)和(30) 

成立．对 N<一1，应用式(11)和(13)有 

王(t+Ⅳ+1 l t+Ⅳ)= 
一  

(q一)F(q一 )[ 一 + (t+Ⅳ)]． 

(35) 

将它代人式(17)引出式(28)和(31)成立．因 为稳 
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定矩阵l ，则 (q一)为稳定的多项式(即 ( )的 

所有零点位于单位圆外)，因而 (q一)为稳定的 

多项式矩阵(即 det， ( )的所有零点位于单位圆 

外)．故 Wiener状态估值器式(28)是渐近稳定的． 

证毕． 

注 1 由Wiener状态估值器(28)的渐近稳定性，估值 

器(28)的初值可任意选取，当 t增大时，其影响渐渐消失 -【)． 

式(28)也可写成传递矩阵形式 

(t I t+tv)=1／s~． (q一 )g、(q一 )J (t+Ⅳ)+。、， (36) 

带输入 ， (￡+Ⅳ)和 cⅣ= (I)I。 

推论 在定理 3条件下，若 q ：0⋯q =0，则 

渐近稳定的Wiener状态估值器为 

(q一) (t IⅣ)= (q )Y(t+Ⅳ)．(37) 

定理 5 系统(1)，(2)在假设 1—3下，有渐近 

稳定的固定区间 Wiener状态平滑器 ；(t IⅣ)为 

’ (q一 ) (t I N)= ， (q一 )Y(N)+ID～． 

(38) 

其中 t=0，1，⋯，Ⅳ，并且 Ⅳ为大的正整数，称固定 

区间长度， (q一)仅对 ；(t IⅣ)的时标 t运算， 

． 
(q一)仅对 Y(N)的时标 Ⅳ运算．定义多项式矩 

阵 ， (q一)，MN
， 
(q一)和向量 ID 为 

f ， (q一)= 
， 
(q一) (q一)+F(q一) g卜卜 ， 

l ，v一 

{ ， (q一)：∑Miq ( ，̈ 
l f：0 

【』D～=F(1)(f 一 g )一 
， 
(1)』D． 

(39) 

证 由式(20)迭代有非递推最优固定区间平 

滑器 
一 f 

；(f IⅣ)：互(f I t一1)+∑ (f+ )． (40) 
= 0 

由式(39)中多项式矩阵 ． (q一)的定义，式(40) 

可改写为 

互(t IⅣ)=；(t I t一1)+ 
． (q一 )e(Ⅳ)． 

(41) 

由式(15)有 e(Ⅳ)： 一(q一)[ (q )Y(N)一』D]， 

将它和式(11)及(13)代人式 (41)整理后可得式 

(38)和(39)．因 (q一)为稳定的多项式，故式(38) 

是渐近稳定的． 证毕． 

注 2 固定区间Wiener状态平滑器(38)的特点是多项 

式矩阵 
． 

(q一)和 
， 

(q )的阶次是时变的。当固定区 

间长度 Ⅳ较大时，例如 N>100，则当 t=0，1，2，⋯ 较小时 

． 
(q )将是一个阶次非常高的多项式矩阵，带来了计算 

的复杂性，但由式(12)和(21)有系数阵 M 为 

：  ( T ，i Q ． (42) 

因 为稳定矩阵l ，则有 亦为稳定矩阵，且与 有相 

同的特征值，故当 i— 时有( )‘一 0，进而 一 0．当 

充分大，例如 >m0，可近似认为 0．现对多项式矩阵 

， 
(q一)的阶次在 m0处截断，由定理5引出如此次优固定 

区间Wiener状态平滑器． 

定理 6 系统(1)，(2)在假设 l～3下有渐近稳 

定的次优固定区间Wiener状态平滑器 互 (t JⅣ)为 

(q一 )互 (t IⅣ)= K 
、 
(q一 )y(t+Ⅳ)+ID ． 

(43) 

其中 t= 0，1，⋯，Ⅳ，定 义 次 优 多项 式 矩 阵 

KX,， (q )， ， (q )和向量 IDs~为 

fK ． (qI1)= ，，(q一) (q一)+F(q一) 卜Ⅳ， 

l 删 ( —f，Ⅲ。) 
! ， (q一’)： ∑ Miq'-( )， 
l =0 

lID =F(1)(f 一 g )一 
， 
(1)ID． 

(44) 

注 3 截首阶次 m。的选取与 的特征值的位置有 

关，若 的所有特征值靠近原点，则当 i增大时， 将快速 

趋于零，因而 m0可取较小的正整数即可，例如 m0取为 

6一10左右．当 ’ 有靠近单位圆周的特征值时，当 i增大 

时， 将缓慢趋于零．因此应适 当增大 m0方能达到所要求 

的精度． 

定理 7 系统(1)，(2)在假设 1～3下，Wiener 

状态滤波器和平滑器的误差 (t I t+N)= (t)一 

互(t I t+N)的方差阵 P～：E[ (t I t+Ⅳ) T(t I 

t+N)]为 
N 

P，v：∑一∑MiO ，N≥0． (45) 
f=0 

Wiener状态预报器的方差阵 P 为 

P～ 

一 ，v一2 

~-N-I ( )一 +∑ ( )T，N<一1． 
J=0 

(46) 

且规定 P一．= ． 

证 当 N≥0时，由式(32)有 

(t I t一1)： (t I t+Ⅳ)+∑ (t+ )． 
i=0 

(47) 

由射影性质有 (t I t+N)不相关(正交)于 e(t+ 

N)，e(t+N一1)，⋯e(t)，因而有 
N 

： P，v+∑M ． (48) 

这引出式(45)．当 N <一1时，由式(1)迭代有关系 
一 ，v一2 

(f)： 一 (t+N+1)+∑cI)Jf'w(t一_『一1)． 
= 0 

(49) 
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王(t I t+，v)： 

t~-N-I王(f+，v+1 I f+，v)+ 。(f— 一1)． 

(q一) (t I t+，v)= (q～ )y(t+，v)+ID 

其中 i=1，⋯，凡，当N≥0和 N<一1时，KN(q ) 

、

ID

K l(q-1)

(

=

)(

F( q-

一

1) Kp ,

F 1 Fq 
(52) 

ID—l= ()( 一 吼)， 

KN q 一  53

q 

( )=l J， =l：J．( ) 
L ( )．J L ID ．J 

其中 KNi(q )为 1×m多项式矩阵，ID，v 为标量． 

6 仿真例子(Simulation example) 

ct+· =[。 5。。 5] ct +[ 】 ct ，c54 

其中 (t)=[ l(t) 2(t)IT, (t)和 (t)是零均 

值，方差各为 Q ：5和Q∈=1的独立Gaussian白噪 

：  

5 74

5

7

4

5

¨

2 9157
1
J -p= 0 60 62

1
J． L 

． ．  

L
． 

{⋯1．3⋯542]一[。1．．52705297 ]g一 )y c t一2 c58 
和 

(1—0．6840q一 一0．1645q一 )王(t I t+2)： 

{[~i~2911．．0．．2149 ]l+-1．．1706 ]0 0148 0 1088 0 5924 2一 【 一【 ． J 十【 ． J q 一 
0．51

3

1

5
7 ]3一 0．3 216 ] +2)． (59) 【0．2935 J g 【0

．1746J g’．『y( +2)· (59 

仿真结果如图 1～图 4所示，其中实线表示 

(t)的真值，虚线表示估值 (t I t一2)或 (t I t+ 

2)．可看到估值器有较高的精度，且 (t I t+2)的精 

序 f￡I￡一2)高 

图 1 状态 l(z)和 Wiener预报器 王l(t I t一2) 

Fig．1 State l(t)andWiener predictor王l(t I t一2) 

图 2 X2(t)和 Wiener预报器 王2(t I t一2) 

Fig．2 State x2(t)and Wiener predictor王2(t I t一2) 

图 3 状态 l(z)和Wiener平滑器 王l(t I t+2) 

Fig．3 State l(t)and Wiener smoother露l(t I t+2) 
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图 4 状态 2(t)和 Wiener平滑器 2(t I t+2) 

Fig．4 State x2(f)and Wiener smoother互2(t I t+2) 

7 结论(Conclusion) 

基于 KahTlan滤波器，本文提出了解决状态估计 

问题的统一和通用的时域 Wiener滤波新方法．关键 

问题是如何变换稳态 Kahnan估值器到相应的 

Wiener状态估值器．关键技术是基于稳态 Kahnan预 

报器构造 ARMA新息模型．渐近稳定的Wiener状态 

估值器可由稳态 Kallnan估值器通过 ARMA新息模 

型得到．文中提出了基于 Riccafi方程迭代解构造 

ARMA新息模型的新算法．ARMA新息模型是实现 

Kalman估值器到 Wiener状态估值器转化的桥梁．因 

此本文提出的新方法本质上是一种转化或变换方 

法，同经典 Kalrnan滤波方法相比l9 J，避免了求最优 

初值和误差方差阵的逆矩阵；同现代时间序列分析 

方法提出的时域 Wiener方法相I：1~E ．4 J，避免了多项 

式矩阵左素和右素分解，避免了用 Gevers—Wouters 

算法构造 ARMA新息模型；同多变量频域多项式算 

法相比，避免了求解 Diophantine方程和多项式矩阵 

的左素和右素分解，且可统一处理状态滤波、平滑和 

预报问题．特别，所提出的解耦 Wiener状态估值器 

在某些应用中可减小计算负担．当信号模型用状态 

空间模型描写时[ ，本文结果也可用于解决信号估 

计问题．因此，新方法为解决状态和信号的最优估计 

问题提供了一种统一的和通用的工具． 
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