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摘要：在 H 控制理论及应用其理论进行设计中，经常用到结论：在虚轴上定义的平方可积函数分别与在开 

左 、右半平面解析且一致平方可积函数的相互对应关系．但由于此结果的证明较多地用到不同学科的数学结论，故 

很难找到其详尽的证明．应用构造性方法，找出了它们间相互对应的数学表达式，并详细证明了这个表达式的准确 

性，证明了这种关系是一一对应的． 
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Constructive proof about quadratic integrable function 

decomposition into analytic funcl=ion 
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Abstract：In H-infinity control theory and control system design with the theory，the quadratic integration function defined 

on in1a百nary axis is often decomposed into analytic functions on right half-plane and left half-plane respectively．However，there 

is no strict proof because of the conclusion using many mathematic theories in different su~ect．A one-to-one connection among 

these funcfious is established and proved in detail． 
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l 符号说明及 问题简述 (Statement of the 

problem and note of sign) 

1．1 符号说明(Note of sign) 

L：：在所有频率上有定义，取值于c ，且对 

(Lebesgue)平方可积的复函数向量 (ico)的全体所 

构成的空间，即满足 
r+∞ 

I ．I’(ico) (ico)dco<+∞． 

I-I2：是在开右半平面 Re s>0上解析，在： 上 

取值，且满足如下一致平方可积(Lebesgue平方可 

积)函数向量 (s)的全体所构成的空间，所谓一致 

平方可积是指 

{s
，

u

～

p lf+：ll ( +i )ll d ) <+∞． 
时 ：是在开左半面Re s<0上解析，在 上取 

值，且满足如下一致平方可积(Lebesgue平方可积) 

函数向量 (s)的全体所构成的空间，即满足条件 

收稿Et期：2002—02—06；收修改稿Et期：2003—09—11 

{s⋯up~I+一  

( )II 2d~)主<+O0~ 
：在R上有定义，取值于R上的满足条件 

r+∞ I I )l Pdx<+∞的函数的全体
． 

√ 一 ∞  

【l ： 

r r+∞ 1一 

『 = l )I pd j ， )∈ ． 
Px(Y—t)：Poisson积分核． 

G(y = 南 · 
ll u( ，y)ll LP(dy)：对于任意给定的 >0，二元实 

函数 u( ，Y)∈Lp， 

【l u( ，y)【l Le(dy)：{』：：I u( ，y)I dy) ． 
1．2 问题的简述(Statement of the problem) 

在有关H 控制理论的许多专著中．所用结论 
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380 控 制 理 论 与 应 用 第 2l卷 

2=H2 0 H 或给予默认，如文献[1，2]；或只给出 

简单说明，如文献[3，4]；所引用专著如文献[5，6]也 

不能直接得此结果，只能得出 2与 H2之间的相互 

转换关系，即 H2是 2的一个闭子空间及 2中的函 

数与一调和函数之间的对应关系，没有真正建立 

与 H2及 H 之间的相互关系．本文将详细建立它们 

之间的相互关系． 2，H2，时 都是 n维的向量函数 
空间且满足如下性质： 

性质 1 X(ico)E L2，当且仅当 X(ico)的 n个 

分量函数中的每一个 (ico)满足 

l ll (i叫)ll d叫= 

I (ico) (ico)dco<+∞，k=1，2，⋯，n． 

性质 2 X( +ico)E H2，当且仅当它的每一 

个分量函数 ( +ico)满足： ( +ico)在右半平 

面 Re s>0上解析，且 

{s u p。l⋯ ~
一~：ll ( +i )ll dcu) <+∞， 

k = 1，2，⋯ ，n． 

性质 3 X( +ico)E H ，当且仅当它的每 
一 个分量函数 ( +i )满足：在开左半平面 

Re s<0上解析，且 

{s u p。l⋯ [
一~：ll ( +ico)ll dcu) <+∞， 

k = 1，2，⋯ ，玑 

性质 4 如果设 (ico)= 1 (ico)+i 2 (ico)， 

其中 1 (i )， 2 (ico)是定义在所有频率上取值于 

曼中的Le~sgue可测函数，则 

I ll (ico)ll d <+∞当且仅当 

l (iw)d6o<+∞，f=1，2． 

由于以上性质的成立，故只要对 n=1的情况给出 

2=H2 0 H 的证明，即可推出一般情况下也 

成立． 

2 问题的证明(Proof of the problem) 

问题的证明分两步： 

第 1步 设f(t)E L2==>存在 F1(z)E H2及 

F2(z)∈ H (注：本文中 z= +iy)，使f(Y)= 

lim(F1( +iy)+F2(一 +iy))(a．e．)．本文用构 
r ·0+ 

造性方法给出了 F (z)，F2(z)的具体形式，即下面 

的定理 3．实际上，由本文的定理5可知 

lim[F1( +iy)+F2(一 +iy)]= 
z—·0 

limF1( +iy)+limF2( +iy))． 
— 加  一 

为了证明定理 3，建立了下面的引理 1～4及定理 1、 

定理 2．引理 1～4及定理 1证明了对于任一实值函 

数厂(t)E L ，由引理1中建立的函数F(z)△ I 

f(t)dt必属于H2．定理 2证明了本文构造性 

方法给出的 F (z)及 F2(z)分别在开右半平面及开 

左半平面上解析． 

第2步 对F1(z)∈H2及F2(z)∈时 ，有 
lim F1( +iy)∈ 2， 

— 加  

lim F2( +iy)E L2， 

从而，lim[F1( +iy)+F2(一 +iy)]∈ 2，即下 
— ·0 

面的定理5．为了证明定理 5，本文通过引理 5～引 

理 8及定理4给出证明，引理5～引理8是为定理 4 

的证明作准备．定理 4的证明中也给出了怎样得到 

中的函数 (t)， (t)使与已给 H2中的 F(z)= 

u( ，Y)+i ( ，Y)满足 

u( ，Y)垒1 (Y—t) (t)dt， 

( ，Y)垒I (Y—t) (t)dt． 

引理 1 设 f(t)E Lp(P> 1)，则 F(z)垒 

： ／(t)dt在开右半平面上(Rez>0，z= 
+iy)是解析的． 

证 因 

l幽 Az + 』：： t 2 l 。7【J一 (z—i) ～l 
{ 一 dz+Az it it it 2 t≤ 7【J一 l( 一 )(z一)一(z一)l 川̈ ≤ 

：：1 一 · 

( 丽 ) 

· 』：： ～ dt 

一p 一¨ 

1．I，● ． 一 

￡ 一．1 d 一 ． P 一 一 

、，  一 、 一 

一 ． 
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(当l△ l<专时)． 
对给定的开右半平面上点 z= +iy． 

～  

d 

是有界的，从而 

it it 一 。(△z ， J
一 ∞ f( +△ 一 )( 一 )2 J u u uz ’u ’ 

即 

一 -f：：南  )df(这里 P+吉_1)． 
推论1设，(￡)∈ ，则u( ，Y)=I P (Yd- 』 ∞ 

一 t)f(t)dt在开右半平面上是调和函数． 

证 由于 ( ，Y)=ReF(z)，但 F(z)在开右 

半平面上是解析的，从而其实部在开右半平面上是 

调和函数． 

引理 2 设 )∈Lp的实值函数， 
r+∞ 

( ，Y)垒I Px(Y—f)f(f)dt， 
一 ∞  

则对任意的 >0， 

dy ≤ ． 

证 由 

l ( dy) ： 

(y_f) )df ≤ 

J．：：d f~PPx( )l厂 (y— )l dy) ： 

-f：：嘶) l y_f) ， 

而 l y_f) ) ： 

l厂 (y⋯ y ， 

所以 

{-f：二- y dy ≤ 
r 4-∞ 

I ll f · (f)d r=ll f 
一 ∞  

引理 3 设／( )∈ ，则在厂( )的Lebegue点 

Y处有 ． 

I Px(y—f)厂(t)dt一 y)( 一0 )．(1) 

嘶 _f)df_ l_̂ ( X >0)
， 

又因为 
r 4-∞ 

I Px(Y—f)f(f)dt—f(Y)= 
一 ∞  

Px( 厂(y— )一 y)]d + 

j． ．≥Px(f)[厂(y—f)一厂(y)]df， 
下证 

JIfl≥ (f)[几一f)一f(y)]dy 0·(2) 
由于 

JIfl≥dPX(f)厂(y)df= 

y)J⋯≥ { d 一0( 一0 )， 

≥  南 几_f)d }≤ 

≥  南 I qdt] f(y-t df] 
因[』lfl≥ l 一f)l ] ≤II f(f) 

k 寿  = 

k 孺X·(南 ) ’ 

(南 ) ≥ 寿 d 一 
从而式(2)成立． 

再证 

Jlfl (f)If(Y一·f)一 )]df=0·(3) 
由于f(t)∈ ，故 t)在任一有限区间上是 

一 次可积的，现考虑 

r占 J
。 
(t)If(y—f)一f(y)]dt= 

j {} If(y— )一厂(y)]d + 

几 一 f(Y)]df， 

而 

南 [ y_f) y)]df l≤ 
-f l y_f) y⋯ ． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


382 控 制 理 论 与 应 用 第 2l卷 

因 Y是f(t)的 Lebesgue点，则 

1 I I ( —t)一f(y) =。． 
由于 

．南 If(y-f)一f(y)ldt l≤ 

j ：南 I f(y-f) ) ， 

令 (f)：r I ( —f)一 ( )I df， 

则 

j ：南 I儿-f) ) ≤ 

c)-砉 川 
由于 y~ Lebesgue,~，当 f>o足够小时，o<尘! 

<e，从而 

2⋯  t2 = 

2戆( 一吉)<2e． 
故式(3)成立．综合式(2)及式(3)得式(1)成立． 

进一步：由于 ∈ ，故几乎所有的Y∈(一∞， 

+∞)都是 Lebesgue点，从而此结论几乎处处成立． 

引理4设 )∈ '贝IJ ( )= 1 I 。 

df存在，且 

i) ∈L ，ll ll：= ll ll：． 

ii) 

j'：： 

j'：： 

赫Y t = 2+( 一 )2 

Y t 
(t)dt 

+( 一 )  ̈

证 参见文献[6]． 

定理1设f(t)∈L ，则u( ，Y)垒I Px(Y 

— t)f(t)dt必是某一属于H2的函数 F(z)的实部． 

证 由推论 1知 1／,( ，Y)=ReF(z)，其 中 

F(z)= j‘：：‘ (t)dt．由引理2知 
ll u( ，Y)ll L：(dy)≤ ll 2， 

对 ( ，Y)垒 ，mF(z)= 

一  j'：： Y t = 7【J一∞ 2+( 
一  )2 

一  j'：：南  (f) 一7【J一∞ 2+( —f)2 ‘ u‘’ 
ll ( ，Y)ll L (d )≤ 

ll (t)ll 2= ll f(t)ll 2(v >0)． 

由于 

1 J
一 。  

ll dy= 

一

[ ( )+ ( ， ≤ )ll 21 y)ldy 2， J
一 。

[u ( ， )+ ( ， ≤ )ll， 

所以 F(z)∈ H2． 。 

定理 2 如果 Gl(z)及 G2(z)在开右半平面上 

解析，则 

i)Fl(z)=(Gl(z)+iG2(z))／2在开右半平面 

上解析； 

ii)令 G(z)=( l(z)+i_G2(z))／2，贝0 F2(z)= 

G(一三)：G(一 +iy)在开左半平面上解析． 

证 F，(z)在开右半平面上解析是显然的，下 

证 F (z)在开左半平面上解析． 

设 Gl(z)=1／,l( ，Y)+ivl( ，Y)，由于其在开 

右半平面上解析，从而 

1／,l a l a“l a l 

a = a ’ a = 一 a ’ 

且它们都是连续函数． 

Gl(z)= ul( ，Y)一ivl( ，Y)， 

u ( ，Y)垒 ul(一 ，Y)， 

( ，Y)垒一 l(一 ，Y)( <0)， 

F (z)垒 u ( ，Y)+iv ( ，Y)( <0)， 

因为 

au aul a a I 
一  ’ 一  ’ 

au aul a a l 

a — a ’Ox —a(一 )’ 

从而知等：等，等：一等，且在开左半平 
面连续．故 F (z)： ，(一三)在开左半平面解析，从 

而 F2(z)在开左半平面解析． 

定理 3 设 (t)= (f)+ (t)∈ 2复函数， 

u( ， )， ( ， )，Gl(z)，G2(z)，G(z)定义如下： 

u( ，Y)垒1 (Y—f) (f)dt， 

( ，Y)垒1 (Y—f) (f)dt， 

Gl㈦垒{j'：： ， 

G2㈦垒 j'：： ， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 3期 徐跃良等：平方可积函数解析分解的构造性证明 

Fl(z)=(Gl(z)+iG2(z))／2， 

G(z)=(Gl(z)+iG2(z))／2， 

F2(z)= G(一z)=G(一 +iy)， 

则 ：i) 

u( ，Y)+iv( ，Y)=Fl(z)+F2(一三)( >0)． 

其中 Fl(z)E H2，F2(z)E H ． 

ii) 

f(Y)=lim(Fl( +iy)+F2(一 +iy))(a．e．)． 

证 i)由定理2知：Fl(z)在开右半平面解析， 

F2(z)在开左半平面解析，由定理 1的证明知： 

Gj(z)，G2(z)E H2，从而 Fl(z)E H2．类似由于 

Gj(一z)，G2(一z)E H ，从而 F2(z)E H ． 

ii)由引理3知 

lim(Fl( +iy)+F2(一 +iy))= 

lim[u( ，Y)+iv( ，Y)]=fl(Y)+ (Y)(a．e．)． 

下证第二部分．对 Fl(z)E H2及 F2(z)E H ， 

lim Fl( +iy)E L2，lim F2( +iy)E L2，从而 

lim[Fl( +iy)+F2(一 +iy)]E L2． 

引理 5 如果 u( ，Y)在开右半平面上调和，且 

[ ：：I u( ，y)I dy】 ≤M(v >0)， 
则当 ≥ 时( >0)，u(x，Y)有界且连续(p≥1)． 

证 分 3步来证明． 

第 1步 对任意属于开右半平面的点 ( 0，Yo)有 

u( = ( 。+ ，y。+ry)ds． (4) 

其中 己是以原点为中心的单位圆，r是一个使点( 。 

+ ，Y0+ry)在开右半平面的参变量，令 

F(r)： ( 。+ ，y。+ry)ds， 

则 

(舞⋯ ·y ds= 

l c~ {8 usina一 cosa)ds= 
l _P l Ou

d 一 d】7)= 

扎(嘉 02i：t ／ 。． 
这里 {sina，一cosa}是单位圆在点( ，Y)的外 

法方向，己’为以( o，Yo)为圆心，半径为圆周的正 

向，D为己 围成的区域，从而 F(r) C．由于 

lim ，【r 

r 

一

lim u( 。+ ，y。+，)，)ds= u(Xo,yo) 

故 F(r)一 u( 0，Y0)，即式(4)成立． 

第 2步 

u(XO,YO)= ：
+(y 

( )捌 y， 

(5) 

这里 R足够小，使圆盘( —XO) +(Y—Yo) ≤R 在 

开右半平面上． 

由于 

“(Xo,yo)= u( 。+ ，y。+ry)ds： 

cos sin0)d0， 

从而 

rR J
。
化( y。)dr= 

-f rdr-f u c 。+rc。s ，y。+rsin0)d0， 
即 

吉 ·“( y。)= 

⋯  。⋯

2

， ，。⋯

2

．

2I．~( ，y)d dy， 

从而式(5)成立． 

第 3步 当 ≥ 时( >0)，u( ，Y)有界且 

连续．对于 u( ，Y)连续性是显然的，下证 u( ，Y) 

是有界的．由于 

u( ，Y)= 

Ⅱ ： u( ) 】7( < 
从而 

I“( ，Y)I≤ 

≤ l ≤ 

[ Ⅱ ： 】7 

： ： 7 

【r 1 rx+Rd∈J~
一

+：I u( ， )I dqdr／]；≤ 

( ) 7 
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( 2) M． 
引理 6(Liouvile) 如果 ／．L( ，Y)在整个复平面 

上调和且有界，则在整个复平面上 u( ，Y)一 c(常 

数)． 

证 由引理 5的证明可知 

u( )= Ⅱ ： u( ) ， 
故 

u( l，Y1)一u(X2，Y2)= 

g r2 
．， ．

2

， ，．

2

～

2
／z(~：， )d d — 

2ff
， 

2

， ， ，

2
_

．<
～

r

2
／Z(~：， )d d = 

Ⅱ。 ，v)d~dv． 
这里 

D = (Dl＼D2)U (D2＼D1)， 

Dl={( ，叩)l( — 1) +(r／一Y1) ≤ r }， 

D2={( ，叩)l( 一 2) +(r／一y2) ≤ r }． 

记d：√( l— 2) +(Yl一．Y2) ，令r足够大，则 

l u(xt,yt)一u(X2,Y2)l≤ j — Ⅱ。
．
、。，

d d ． 

1I d d ≤丌[r 一(r—d) ]， JJ D
．
＼D 。 

l u( l，Y1)一u( 2，Y2)l≤ 

(2[r 一(r—d)21 ll u ll )／r = 

(2(2rd—d ))／r ll u ll 一 0， 

因此 

u( l，Y1)=u( 2，Y2)，即 u( l，Y1)三 c． 

引理 7 如果 u( ，Y)在开右半平面上调和且 

有界，在闭右半平面上连续，则 

u( ，Y)=I Px(Y一 )u(O，t)dt． (6) 

证 令 

U( ，y)=u( ，y)一I Px(Y一 )u(O，t)dt， 

则易知：U( ，'，)在开右半平面上调和且有界，在闭 

右半平面上连续，且 u(o，Y)=0(V Y)，令 

c ，y ={ ‘ 二 
，’， ，： ：： 

则 V( ，Y)在整个复平面上有界且调和，从而由引 

理 6知 ( ，Y) c：v(o，0)=0，即式(6)成立． 

引理 8 设 )∈ Le的实函数，令 

u( ，Y)=1 (Y一 ) )dt， 

则 

u( + ，Y)= 

I 尸 (Y一 )u( ， )dt(对 v >0)．(7) 

证 由于 u( ，Y)在开右半平面上调和，且 

[j．：：l u( )lpdy] ≤ ，， 
由引理5知，对任意给定的 >0，当 ≥ 时，u( ， 

Y)是有界且连续，令 ( ，Y)= u( + ，Y)，则 

( ，Y)在右半平面调和且有界，从而由引理 7得 

( ，Y)=I Px(Y一 )v(O， )dt，即式(7)成立． 

定理 4 如果 u( ，Y)是在开右半平面上的调 

和函数，则 u( ，Y)是 中某实函数 t)的Poisson 

积分(即u( ，Y)=1 (Y一 ) )dt)的充要条 

件是：sup ll u( ，Y)ll，(dy)<+∞． 

证 必要性已证，下证充分性．设 

sup ll u( ，Y)ll，(dy)<+∞， 

由引理8知 

u( + ，Y)=I 尸 (Y一 )u( ， )dt． 

现取 ‰ >‰+l>⋯，且lim =0(这里 ‰ >0)，则 

ll u(‰，t) 一致有界，从而必弱 *收敛某函数， 

记为厂(t)，且 t)∈ LP，故 

u( ，Y)=1 (Y一 ) )dt． 

定理 5 如果 Fl( )=ul( ，Y)+i l( ，Y)∈ 

H2，则必有fll(Y)，，l2(Y)∈ L 存在，使 

lim[ul( ，Y)+i l( ，Y)]= 
—

， 0+ 

，ll(Y)+if,2(Y)(a．e．)， 

从而 lim Fl( +iy)∈ L2． 
— ，0+ 

如果 F2( )= “2( ，Y)+iv2( ，Y)∈ H2，则必有 

厂2l(y)， (y)∈￡ 存在，使 

lim[u2( ，Y)+iv2( ，Y)]= 
— ，0一 

，2l(Y)+ (Y)(a．e．)， 

从而 lim F2( +iy)∈￡2． 

证 只对 Fl( )∈H2的情形给出证明，F2( ) 

∈ 类证．因 Fl(z)∈ H2，从 而 sup ll ul( ， 
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Y)ll C(dy)<+。。，sup}} l( ，Y)l_C(dy)<+。。． 

由定理 4知，必存在fll(t)，fl2(t)∈ L 使 
r ∞ 

“l( ，Y)=1 (Y一￡) l(￡)dt， 

r ∞ 

Vl( ，Y)=1 (Y一￡) 2(￡)dt． 

又由引理 3即可得 
r ∞ 

liraul( ，y)：1 (y一￡ l(￡)dt= l(y)(a-e．)， 
’ ⋯  

r ∞ 

lim Vl( ，Y)=1 ()，一￡)I 2(￡)dt= 2( )(a．e．)， 
’ 

故 

lim[u,1( ，Y)+i l( ，)，)]= l(Y)+ 2()，)(a．e．)． 
1r+ot 

由于fll()，)，fl2()，)E L ，故fll()，)+if,2(_y)E L2． 

综合上面定理3及定理 5可得：对于任意 厂(Y) 

= fl(y)+ ()，)∈L2的复函数，必有 F1(z)∈Hz， 

(z)∈H ，使lim Fl( +iy)+lim F2( +iy)= 

y)(a．e．)．反之，对任意 F(z)=Fl(z)+F2(z)∈ 

H2(壬》H (其中：Fl(z)E H2，F2(z)E H )必有 

y)E L2，使lim Fl( +i)，)+lim F2( +i_y)= 
r +o十 —，O— 

f(Y)(a．e．)．从而 L2=H2 0 H 成立．实际上这种 

对应从某种意义上讲是一一对应的．为说明此结论， 

给出下面的定义及定理 6． 

定义 称 F。(z)，F2(z)为H2中的同类函数是指 

F1(z)，F2(z)∈Hz且满足lim F1(z)= lim F2(z) 
—

，O —，O 

(a．e．)，记 H2中不同类的标号集合为 m(H2)．称 

F1(z)，F2(z)为 H 中的同类 函数是指 F1(z)， 

F2(z)∈H ，且满足lim Fl(z)=lim F2(z)(a-e．)， 
r·O— r·O一 

记 H 中不同类的标号集合为 m(H )． 

定理 6 f(t)∈ L2的函数必与 m(H2)及 

m(时 )的元素成一一对应． 

证 首先由定理 3及定理 5后面的说明知：对 

t)∈ L2必有 Fl(z)∈H2，F2(z)E H 使 

lim Fl(z)+lim F2(z)=f(Y)(a．e．)． 
— ·0 r+0一 

而F。(z)，F2(z)分别属于H2及时 的某一类 

函数，即 t)能与m(H2)及 m(H )的某元素对应． 

其次这种对应是唯一的．如果另有 G。(z)E H2， 

G2(z)E H 使 

由 

Fl(z)一Gl(z)：H2，F2(z)一G2(z)E H ， 

记 

lim[Fl(z)一Gl(z)]：hl(Y)， 

lim[F2(z)一G2(z)]=h2(_y)． 

由 
f’+∞ r+∞ 

I hl(Y)h2(y)dy=I h2(y)hl(y)dy=0 
一 ∞  J 一 ∞  

(见文献[1]pp．25)，得 

l l hl(y)+h2(y)1 2dy= 

I [1 hl()，)l +l h2()，)l ]d)，=0， 

所以 hl(y)=0(a．e．)，h2(Y)=0(a．e．)，从而 

Fl(z)与 Gl(z)，F2(z)与 G2(z)是同类的．而由定理 

5知：对于与 m(H2)及 m(H )中任一元素的函数 

Fl(z)E H2，F2(z)∈H ，必有 t)E L2与其对应． 
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