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摘要：对混沌系统不稳定周期轨道(unstab】e periodic orbits，UPO’s)的搜索算法进行了深入研究
． 首先分析了传 

统的 Newton-Raphson算法(NR算法)及 Schmelcher-Diakonos算法(SD算法)各 自的优点和缺点
． 然后提出了一种新 

的UPO’s搜索算法，称之为 NR-SD算法．该方法集中了NR算法和 sD算法各 自的优点，能够在保证收敛全局性的 

条件下，极大地提高 UPO’s的搜索效率．此外，NR-SD算法采用了一种全新的初始点确定策略，该策略能够保证搜 

索到所有的长周期 UPO’s．最后借助于实例模拟验证了NR-SD算法的有效性，同时论证了周期 p与p周期 UPO’s 

数目之间的关系． 
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Algorithms for searching unstable periodic orbits of chaotic systems 

YUE Yi—hOng，HAN Wen-xiu 
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Abstract：The algorithms for searching unstable periodic orbits(UPO’S)ofchaotic systems are studied．Firstly．the advan． 

rages and disadvantages of the conventional Newton-Raphson algorithm (NR algorithm)and Sehmelcher-Diakonos algorithm 

(SD algorithm)Were respectively analyzed．Zhell，a new searching algorithm called NR-SD algorithm was proposed collecting 

advantages of both NR an d SD algorithms：the global convergence guaranteed，the NR-SD algorithm greatly improves the search— 

ing efficiency．Moreover，in the NR-SD algorithm a new strategy of determining initial points Was used SO that all long-periodic 

UPO’S could be found、Finally，the effectiveness of the NR-SD algorithm Was verified by numerical simulation of an example
． 

The relation between the period P and the number of P—periodic UPO’S Was established as wel1． 

Key words：unstable periodic orbits(UPO’S)；UPO’S searching algorithrn；Newton—Raphson algorithm (NR algorithm)； 

Schmelcher-Diakonos algorithm (SD algorithm)；NR-SD algorithm 

1 引言(Introduction) 

研究表明，混沌系统表面上貌似随机运动，其实 

内部存在着严密的规律性．在混沌吸引子内部镶嵌 

着无数的周期轨道，只不过这些轨道是不稳定的，因 

此称之为“不稳定周期轨道”(UPO’S)．UPO’S构成 

了混沌系统的基础框架_J J，混沌系统的许多动态 

变量，比如，拓扑熵、Lyapunov指数谱、分形维数等， 

都可以通过无数的 UPO’S来表达u 0 j．在混沌系 

统的控制中，为了以较小的代价实现系统的稳定，往 

往需要把系统的运动控制到一条 UPO上，其方法 

是：首先找到一条能够实现系统控制 目标的 UPO， 

然后使之稳定．这种方法得益于无数 UI】o’S的性能 

收稿日期：2002—09—10；收修改稿日期：2003—05—13 
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多样化，作者几乎总能找到一条满足控制需求的目 

标 UI】o．因此，在对混沌系统实施控制之前，需要找 

到目标 UI】o，这就涉及到 UPO’S的搜索问题．传统 

的UI】o’S搜索算法有 Newton—Raphson算法(NR算 

法)[ ]、Schmelcher-Diakonos算法(sD算法)[ 引， 

但它们各自都存在一些缺陷．基于此，本文在对 NR 

算法及 SD算法进行深入分析的基础上，提出了一 

种新的 UI】O’S搜索算法，称之为 NR-SD算法．该算 

法结合了两种传统算法的优点，克服了它们各 自的 

缺点，在保证 UI】o’S搜索全局性的条件下极大地提 

高了搜索效率．此外，本文在对新算法进行理论分析 

的基础上，利用实例模拟验证了算法的有效性． 
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2 NR及 SD算法(NR and SD algorithms) 

2．1 N-R算法[ ](NR algorithm) 

NR算法又称 Newton—Raphson算法．该算法基 

于迭代思想，通过选用恰当的初始点和迭代规则，反 

复迭代而最终趋于不稳定周期轨道点． 

考虑 Ⅳ维充分混沌系统 

Xt+l：f( ，n)． (1) 

其中，n为系统参数．系统(1)的 P周期轨道点就是 

下列函数的零解： 

g(X，n)：厂 P’(X，n)一X． (2) 

式(2)中， ’(X，n)为 厂( ，n)的P次迭代．寻找 

使得 g(X，n)=0的过程为：首先选定初值 ，然 

后按下式迭代： 

X ：X。ld+ ． (3) 

对于式(3)中的 ，由下列方程决定： 

一 ．，(X) ：g(X，n)． (4) 

式(4)中，．，( )为 g(X，n)的雅可比矩阵，．，( )： 

3g／OX． 

试验表明：只要初始点位于解的线性临域内， 

NR算法具有非常好的收敛性．当周期 P很小时，较 

容易得到合适的初始点 Xo；当P较大时，NR算法变 

得很不实用，这是因为随着 P的增大， 选择盆的 

容积呈指数减小．而且，对于超过二维的映射，这种 

算法的计算量非常大，因此，很不实用．下面介绍一 

种更可靠、准确和实用的算法，称之为 Schmelcher- 

Diakonos(SD)算法． 

2．2 SD算法【 。 J(SD algorithm) 

SD算法是由学者 P．Schmelcher和 F．K．Di— 

akonos于 1998年共同创立的．其基本思想是：通过 

线性转换将原始系统的不稳定周期轨道(uPO’S)转 

换为稳定周期轨道(stable periodic orbits，SPO’S)，同 

时保持其在坐标空间中的位置不变性，而转换系统 

中的SPO’S可以通过简单的迭代运算加以确定，这 

样就找到了原始系统的uPO’S．下文中以搜索固定 

点(fixed points，FP’S)为特例来介绍 SD算法，如果 

要寻找周期 P轨道点，只需将所有的f(·)替代为 

，’‘P’(·)即可 ． 

对于 Ⅳ维离散的混沌系统 

U：Xt+1：厂(X ，n)， (5) 

其中：n为系统参数；U是充分混沌的，并且只拥有 

不稳定固定点(FP’S)，本文的目标是依据映射(5)构 

建不同的动态系统 {Sk f j}：1，2，⋯， }，使得原来 

系统中的不稳定周期轨道点转换成新系统中的稳定 

周期轨道点，而这些点在坐标系中的位置保持不变． 

为了达到这个目标，S 采取以下形式： 

S ：Xt+l：Xt+A [厂(Xt，n)一Xt]． (6) 

式(6)中，A 是一个可逆的N×N常数矩阵．由式 

(6)可得：假如 Xt：X ，为 u的一个 FP，则有 

厂(Xt，n)一X =0． (7) 

由式(6)、(7)可知： F也是S 的一个 FP．另一方面， 

如果 是S 的一个 FP，由于 A 是非奇异的，所以 

式(7)一定成立，则 也是 的一个 FP．因此，式 

(6)所定义的 S 能够很好的实现 SD算法思想． 

为了稳定转换后系统 S 的 FP，必须选择合适 

的 A ，实践证明，稳定所有 FP’S所需要的矩阵 A 

的数量很少．而且，如果 A 所有元素的绝对值都足 

够小，就存在一个矩阵的通用集，使得其中至少有一 

个矩阵 A 能够满足转换需求．为了决定这个通用 

集，考虑下式： 

Mk：rs =1+Ak(Tu一1)． (8) 

其中：Tu，Ts分别为 和S 的稳定矩阵，假设 为 

可逆、可对角化的实矩阵．因为 是一个不稳定的 

FP，所以 点处 ，至少有一个特征值的绝对值大 

于 1．为了稳定 ，采取两个步骤： 

1)令 (A ) ： (C ) ，其中 1> >0，(C ) 

： O(1)．选择合适的 C ，使得矩阵 C (Tu一1)的既 

有特征值的实部为负； 

2)基于步骤 1)，选择足够小的参数 ，使得矩 

阵的 rs：1+2C (Tu一1)所有特征值的绝对值都 

小于 1． 

通过以上两个步骤， 的不稳定 FP变为 S 中 

稳定的 FP．为了使 SD算法更具实用性，因此，必须 

寻找一个更小的 {C }的集合．在实践中，取(C ) 

： 0／+1／1，而且 c 的每行与每列只能有一个元素 

异于0，因此 C 是正交的．在Ⅳ维空间中， 的个数 

。，v： N 12 ． 

基于以上理论探讨，现在详细介绍 Ⅳ维系统中 

SD算法的应用．搜索步骤如下： 

1)在给定系统的状态空间中选择一系列初始 

点蕊 ，̈蕊 ，⋯， 5 ，使得它们能够粗略地覆盖整 

个状态空间． 

2)选择c．和充分小的参数值 ，依次以蕊”( 

： 1，2，⋯，n)为初始点进行迭代．每次可能出现的 

迭代结果为：i)迭代轨道渐近收敛于一个稳定的 

FP： ；ii)迭代轨道随时间继续在混沌吸引子中演 

化；iii)迭代轨道趋于无限． 
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3)以 C2替代 Cl，重复以上过程，直到整个{Ck} 

集中所有的 C 都被用到为止． 

需要指出的是：随着待搜索的u】()’S周期 P的增 

大， 值要不断减小，这样才能保证搜索到所有FP’S． 

3 NR-SD算法(NR．SD algorithm) 

SD算法的一个重要优点在于它的收敛全局性． 

即使当迭代初值 位于远离稳定固定点(FP’S)的 

线性临域时，在经过若干次迭代后，就会被吸引到某 

个 FP上．但 SD算法也存在着明显的缺点：1)相对 

于 NR算法，它的收敛速度很慢，因此需要很多步迭 

代才能在一定精度允许的范围内到达 FP’s；2)虽然 

SD算法具有全局收敛的特性，但对于某些Ⅵ)O’S， 

其吸引盆以一种复杂的方式交织在一起，所以要决 

定究竟那些初始点能够最终收敛到一个特定的 

IJI)O变的非常困难．因此，SD算法很难保证搜索到 

指定周期的所有 Ⅵ)O’S． 

为了克服 SD算法收敛慢的缺点，而同时保留 

其全局收敛性的优点．本文设计一种新的 Ⅵ)O’S搜 

索算法，可以理解为是 NR算法和 SD算法的结合， 

不妨称之为 NR．SD算法．该算法基于的思想是：通 

过构造适当的迭代规则，将传统的 NR算法与 SD算 

法各自的优点加以综合． 

考虑式(6)，将／(置，a)替代为／‘ ’(Xt，a)，由 

A =2Ck可得 

置+l—Xt=2Cklf (置，a)一 J． (9) 

根据式(2)得到 

= 2C g(X，a)． (10) 

由式(3)及式(10)规定的迭代法则是 SD算法的一 

种变形．根据式(4)及式(10)，构造下式： 

[ l1 g( ，a)ll—C ．，(X)] ：Ckg(X，a)． 

(11) 

式(11)中：，为单位矩阵， >0为可调参数，g( ， 

a)见式(2)，J(X)为 g(X，a)的雅可比矩阵．由式 

(11)所规定的步长规则的优点在于：1)当迭代点位 

于某个目标 UPO的附近时，ll g(X，a)ll趋于0，式 

(11)近似变为式(4)，这时的搜索近似为 NR搜索， 

因此保留了NR算法的收敛速度快的优点；2)另一 

方面，当迭代点远离目标 Ⅵ)O时，取一个非常大的 

值 ，则式(11)近似变为式(9)，此时的搜索近似为 

SD搜索，因此几乎保留了SD算法全局性收敛的优 

点．这样，新的搜索算法保留了NR算法和 SD算法 

各自的优点，而同时克服了它们的缺点，是一种较为 

理想的搜索算法． 

在 NR—SD算法中，对于初始点的选择，采用一 

种新的策略：用其他周期的轨道点作为初始点集来 

搜索所有的周期为 P的 Ⅵ)O’S．这是因为周期轨道 

点以一种系统的方式周密地覆盖了整个吸引子．数 

字模拟表明这种方法效率很高，对类似于 Henon映 

射  ̈J和 Ikeda-Hamme1．Jones．Moloney映射【巧J所表示 

的低维系统的模拟表明：只要系统存在周期为 P一1 

的Ⅵ)O’S，就可以用这些周期 P一1轨道点作为初始 

点搜索到所有的周期为 P的 Ⅵ)O’S．在一些高维映 

射所表示的复杂系统中，应用这种简单策略也可以 

找到绝大部分 Ⅵ)O’S，其中包括高周期轨道．这是因 

为周期 P轨道的搜索结果取决于周期P一1轨道的 

搜索情况，因此，只要低周期轨道能够搜索完全(或 

近似完全)，就可以保证搜索到绝大部分高周期轨 

道．无论在高维还是低维系统中，都可以这样进行： 

首先用不完全的P周期 U)O’S集找到 P+1周期 

u)O’s；然后再用这些 P+1周期u)O’S搜索尚未找 

到的P周期 Ⅵ)O’S，这样反复进行，直至搜索到的P 

周期及P+1周期u)O’S数目不再变化为止．这种方 

法的主要优点在于：1)一旦能够找到低周期的 

IJI)O’S，就可以以一种简单的方式来搜索高周期 

Ⅵ)O’S；2)在一般的高维系统中，这种方法使作者 

有足够的把握找到所有的长周期 IJI)O’S． 

4 实例模拟(Example simulation) 

考虑二维的离散映射lm 

f +l=1+0．9( cos声 一y sine )， ， 
、 

【 +l=0．9( sine +yncos~ )． 

‘ 

式(12)中， =0．4一_ u_— ． 
1 + + 

式(12)所表示系统的运动为混沌的，因此，其 

中包含有无数的 UPO’s 为了搜索这些 UPO’S，可以 

采取以下方法：选择少数几个初始点就可以很快地 

找到 1周期和2周期 UPO’S．从 P=3开始，只选用 

P一1周期轨道点作为搜索 P周期 UPO’S的初始点 

集．式(11)中的 ∈ { l k=1，⋯，5}(参看2．2部 

分)．初始点集和 选定以后，按照式(11)所定义的 

规则进行迭代，其迭代序列可能有3种趋势：1)收敛 

于目标轨道点；2)逃匿到混沌吸引子之外；3)虽 

然迭代次数巨大，但迭代序列既不渐近收敛于目标 

轨道点，又不逃匿到混沌吸引子之外．当情况 1)、2) 

出现时，立即停止迭代．而且可以发现，平均迭代次 

数的增长与参数 值的增大呈现线性关系．这是因 

为当 值很大并且迭代点远离 目标轨道点时， 

ll ll 1／fl，迭代步长与J9值呈现线性反向变化． 
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当情况3)出现时，为了限制这种无结果迭代的次 

数，设定迭代的最大次数为 值的4～6倍，这样数 

目的迭代次数足以使我们能够对迭代结果作出合理 

的判断．一旦迭代序列收敛到一个轨道点，接下来的 

工作就是判断该点是否属于一个尚未搜索到的 

，如果是，可以该点为初始点通过映射式(11)的 

迭代找到该 上剩余的轨道点．最后通过一系列 

NR迭代对这些解进行优化(取式(11)中的 ：0 

即可)． 

对搜索到的 ’S数目与 值之间变化关系 

的研究表明，对每一个特定周期 P，都存在固定值 

J9 i (p)，当J9≥J9llli (P)时，搜索到 U)o’S始终保持 

不变．也就是说，找到了该周期 ’S数目的最大 

值．这个特点能够保证找到某个周期全部的UPO’S． 

由于 i (P)与 e叩(其中 。为正常数)成正比，因此 

能够大致估计需要多大的 值就可以搜索到某一周 

期所有的 ’S．基于 以上方 法，取 周期 P = 

1～22，借助于计算机对系统(12)的 ’S进行搜 

索，得到表 1所示的结果． 

观察表 1可以发现，P×几(P)≤lV(p)，而在正 

常情况下应该有 P×几(P)=N(P)．产生这种现象 

的原因在于 N(P)包括所有轨道周期为P的因子的 

轨道周期点，即 

三  
Ⅳ(p)= P ·几(P )． (13) 

i= l 

式(13)中，P (i=1，2，⋯， )为 P的因子．例如，当 

P=8时，N(8)= 几(1)+2·几(2)+4·几(4)+ 

8·几(8)． 

基于表 1中的计算结果，可以得到周期 P与 
’

S数目几(P)之间的关系如图 1所示．由图 1可 

以看出，随着周期P的增大，周期为P的 ’S呈现 

指数增长的趋势．而混沌系统的运动周期趋于无限 

大，因此，在 混沌系统 中必然存 在着无穷多 条 

UPo’S 

表 1 基于NR—SD算法的 ’S搜索结果表 

Table 1 UPo’S searching results based on NR-SD algorithm 

注：n(P)表示周期为P时不同的uP()’S数目；lv(p)表示P周期轨道点总数(其中包括所有轨道周期为P的因子的轨道周期点) 

3Ooo 

25oo 

2Ooo 

l5oo 

lOoo 

5oo 

0 

图 1 ，l(p)随周期 P的变化趋势 

Fig．1 Chan~ng Uend of n(p)with period P 

5 结束语(Conclusion) 

为了能够将混沌系统控制到某个 上，就必 

须首先搜索到符合系统控制目标的 ，因此，搜 

索算法显得尤为重要．基于此，本文对混沌系统 
’

S搜索算法进行了较为系统、深入的研究，提出 

了一种称之为 NR-SD的新算法，该算法在保留 SD 

算法收敛全局性优点的前提下极大地提高了搜索效 

率，是一种较为理想的 u ’S搜索算法．有关混沌 

系统 ’S搜索算法研究的深入展开，必将对混沌 

系统的控制及基于 ’S的混沌系统特征变量的 

表达产生深远影响． 
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